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Γενικά για την διαφοροποίηση της διδασκαλίας :

Παραδοχές.

Παραδοχή. Οι µαθητές µας αντιλαµβάνονται και προσεγγίζουν τα

Μαθηµατικά µε διαφορετικούς τρόπους.

Συνέπεια. Η διδασκαλία οφείλει να προσαρµόζεται στο µαθητικό κοινό

που απευθύνεται.
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Γενικά για την διαφοροποίηση της διδασκαλίας :

∆ιαφοροποίηση ανά τµήµα.

΄Οταν έχουµε διαφορετικά τµήµατα :

ΤΜΗΜΑ 1 ΤΜΗΜΑ 2 ΤΜΗΜΑ 3
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Γενικά για την διαφοροποίηση της διδασκαλίας :

∆ιαφοροποίηση µέσα στο τµήµα.

΄Η στο ίδιο τµήµα όταν έχουµε µαθητές µε διαφορετικές δυνατότητες

και ενδιαφέροντα.

ΤΜΗΜΑ 1
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Γενικά για την διαφοροποίηση της διδασκαλίας.

Αλληλεπιδράσεις Ι

Η επιλογή της διαφοροποίησης της διδασκαλίας σε ένα τµήµα

µπορούµε να έχουµε αλληλόδραση µεταξύ των οµάδων και του

δασκάλου :

ΤΜΗΜΑ

ΔΑΣΚΑΛΟΣ

Ν.Σ. Μαυρογιάννης ∆ιαφοροποιηµένη ∆ιδασκαλία στα Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου



Γενικά για την διαφοροποίηση της διδασκαλίας :

Αλληλεπιδράσεις ΙΙ

ή και, ένας πιο τολµηρός τρόπος, αλληλόδραση και µεταξύ των

οµάδων :

ΤΜΗΜΑ

ΔΑΣΚΑΛΟΣ
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Γενικά για την διαφοροποίηση της διδασκαλίας :

Από που ξεκινάµε.

Carol Ann Tomlinson

«Στις αίθουσες διδασκαλίας στις

οποίες γίνεται διαφοροποίηση της

εργασίας οι εκπαιδευτικοί

αρχίζουν από το σηµείο στο οποίο

ϐρίσκονται οι µαθητές και όχι από

την πρώτη σελίδα του σχολικού

εγχειριδίου. Αποδέχονται και

χτίζουν πάνω στην αρχή ότι οι

µαθητές διαφέρουν µεταξύ τους

σε µεγάλο ϐαθµό και σε

διαφορετικά ϑέµατα.»
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Γενικά για την διαφοροποίηση της διδασκαλίας :

Η διαφοροποίηση δεν είναι άγνωστη στους εκπαιδευτικούς.

Οι εκπαιδευτικοί συχνά χρησιµοποιούν µεµονωµένες τεχνικές

διαφοροποίησης της διδασκαλίας

Επανάληψη ενός µέρους του µαθήµατος µε «άλλα λόγια».

Αλλαγή των δεδοµένων σε µια άσκηση.

Ενασχόληση µε την σκέψη µεµονωµένων µαθητών.

Εκτός προγράµµατος, επιστράτευση σχηµάτων η παραδειγµάτων.

κ.α.
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Σκαλωσιές :

Τι είναι.

Σχετική µε την διαφοροποίηση είναι η πρακτική της σκαλωσιάς.

Πρόκειται για την σύνθεση διδακτικών «υποστηριγµάτων» ποικίλης

µορφής που αποσκοπούν στο να υποβοηθήσουν τους µαθητές να

πετύχουν κάποιους µαθησιακούς στόχους (κατανόηση ϑεωρίας,

εκµάθηση κάποιας διαδικασίας, επίλυσης µια άσκησης κ.α.).
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Σκαλωσιές : Κλασικό Παράδειγµα

George Pólya (1887-1985)

«Αν δεν µπορείτε να λύσετε το

προτεινόµενο πρόβληµα

προσπαθείστε να λύσετε πρώτα

κάποιο σχετικό πρόβληµα. Θα

µπορούσατε να ϕανταστείτε

κάποιο πιο προσιτό σχετικό

πρόβληµα ;»

«Πως να το λύσω;»
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Σκαλωσιές :

Εφαρµόζονται ανεξάρτητα από την επιστηµολογική ϐάση της

διδασκαλίας.

Η πρακτική της σκαλωσιάς εφαρµόζεται

Τόσο στην περίπτωση που επιστηµολογική ϐάση της διδασκαλίας

είναι ότι η µαθηµατική γνώση προϋπάρχει και προσεγγίζεται

όσο και στην περίπτωση που επιστηµολογική αφετηρία είναι ότι η

µαθηµατική γνώση κατασκευάζεται.
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Η διαφοροποίηση πριν τις εξετάσεις :

∆υσκολίες.

Η διαφοροποίηση της διδασκαλίας στην τελευταία τάξη του λυκείου, ως

είναι ϕυσικό, προσκρούει σε πολλές, πρόσθετες, δυσκολίες :

1 Στις παγιωµένες αντιλήψεις των προηγουµένων χρόνων για το

«πως γίνεται το µάθηµα».

2 Στην ανάγκη να καλυφθεί µία συγκεκριµένη ύλη σε µία σχετικά

µικρή ωφέλιµη χρονική περίοδο.

3 Στην ανάγκη να εξασφαλισθεί η «επιχειρησιακή»

αποτελεσµατικότητα στις επερχόµενες εξετάσεις.
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Η διαφοροποίηση πριν τις εξετάσεις :

Αξίζει τον κόπο ;
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Η διαφοροποίηση πριν τις εξετάσεις :

Πως ; Θεωρία.

Πλαισίωση της θεωρίας.

1 Κάθε παρουσίαση της νέας ϑεωρίας στηρίζεται σε

προγενέστερες έννοιες. Μια σύντοµη ad hoc υπενθύµιση τους

ίσως µε κάποια παραδείγµατα ενδέχεται να ϐοηθήσει κάποιους

µαθητές να προχωρήσουν ευχερέστερα.

2 Τα παραδείγµατα και τα αντιπαραδείγµατα παίζουν σηµαντικό ϱόλο

στην κατανόηση της ϑεωρίας. Κάποιοι µαθητές χρειάζονται

περισσότερα από τους άλλους όπως επίσης και αρκετά σχήµατα

για την υποβοήθηση της κατανόησης.

3 Οι επεκτάσεις της ϑεωρίας καθώς και οι ϑεωρητικές συνδέσεις

ϐοηθούν στην εµβάθυνση ιδίως τους πιο κατατοπισµένους

µαθητές.
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Η διαφοροποίηση πριν τις εξετάσεις :

Πως ; Ασκήσεις.

Μελετηµένη εµπλοκή των µαθητών στις ασκήσεις.

Οι ασκήσεις είναι, πρακτικά, ο µόνος τρόπος για να µάθουν τα παιδιά

Μαθηµατικά. Η επιλογή τους έχει µεγάλη σηµασία. ∆εν είναι όλες της

ίδιας αξίας ούτε και την ίδιας δυσκολίας. Η αξία µια άσκησης έγκειται :

1 Στις δυνατότητες που δίνει στο µαθητή να σκεφτεί να ενεργήσει

και µε την ϐοήθεια της να κατανοήσει έννοιες και να εµπεδώσει

διαδικασίες.

2 Η επεκτασιµότητα της άσκησης σε απλούστερα ή συνθετότερα

καθήκοντα ώστε να καλύψει τις δυνατότητες του συνόλου των

µαθητών. Η αντιµετώπιση ενός προβλήµατος επιτυγχάνεται συχνά

µε το στήσιµο µια σκαλωσιάς από ένα ή περισσότερα απλούστερα

ή συναφή προβλήµατα.

3 Επίσης ιδιαίτερη σηµασία έχουν οι ασκήσεις που προωθούν την

συνοχή, που «δένουν» αυτά που διδάχθηκαν οι µαθητές.
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Οι ασκήσεις είναι, πρακτικά, ο µόνος τρόπος για να µάθουν τα παιδιά

Μαθηµατικά. Η επιλογή τους έχει µεγάλη σηµασία. ∆εν είναι όλες της

ίδιας αξίας ούτε και την ίδιας δυσκολίας. Η αξία µια άσκησης έγκειται :

1 Στις δυνατότητες που δίνει στο µαθητή να σκεφτεί να ενεργήσει

και µε την ϐοήθεια της να κατανοήσει έννοιες και να εµπεδώσει

διαδικασίες.

2 Η επεκτασιµότητα της άσκησης σε απλούστερα ή συνθετότερα

καθήκοντα ώστε να καλύψει τις δυνατότητες του συνόλου των

µαθητών. Η αντιµετώπιση ενός προβλήµατος επιτυγχάνεται συχνά

µε το στήσιµο µια σκαλωσιάς από ένα ή περισσότερα απλούστερα

ή συναφή προβλήµατα.

3 Επίσης ιδιαίτερη σηµασία έχουν οι ασκήσεις που προωθούν την

συνοχή, που «δένουν» αυτά που διδάχθηκαν οι µαθητές.
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Παραδείγµατα :

Τι προτείνουν και τι όχι.

Στα επόµενα δούµε 6 παραδείγµατα διαφοροποίησης που

εξειδικεύουν όσα αναφέρθηκαν προηγουµένως.

Επιχειρούν να αναδείξουν την ϐασική ιδέα µίας «ήπιας»

διαφοροποιηµένης παρέµβασης.

Αποσκοπούν στο να δείξουν πως µπορεί να επιτευχθεί

διαφοροποίηση κατά την διδασκαλία ασκήσεων του σχολικού

ϐιβλίου. (Παραδείγµατα 1-5) αλλά και ϑεωρίας (Παράδειγµα 6).

Στα παραδείγµατα γίνονται νύξεις για επιλογές που µπορεί να

κάνει ο δάσκαλος.

Ποια ϑα είναι τελική επιλογή του υλικού, ποια η µορφή µε την οποία

ϑα δοθεί στους µαθητές (ϕύλλα εργασίας, κάρτες, ϕυλλάδιο,

παρουσίαση στον πίνακα κ.α.), πως ϑα γίνει η εργασία στην τάξη

και πως η κατ΄ οίκον εργασία είναι αποφάσεις που ϑα πάρει ο

δάσκαλος.
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1

(΄Ασκηση Β6 παράγραφος 2.7)

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

f(x) = (x − α)2(x − �)2(x − γ)2,

µε α < � < γ έχει τρία τοπικά ελάχιστα και δύο τοπικά µέγιστα.
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Παράδειγµα 1:

Με αριθµητικά δεδοµένα Ι & οι παράγοντες στον πρώτο

ϐαθµό.

h (x) = (x − 1) (x − 2) (x − 3) .
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Παράδειγµα 1:

Με αριθµητικά δεδοµένα ΙΙ & οι παράγοντες στον δεύτερο

ϐαθµό.

f (x) = (x − 1)2 (x − 2)2 (x − 3)2 .

f
′ (x) = 2 (x − 1) (x − 2) (x − 3)

(
3x

2 − 12x + 11
)
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Παράδειγµα 1:

Η γενική µορφή υπολογιστικά. Παραγοντοποίηση της

παραγώγου.

f (x) = (x − α)2 (x − �)2 (x − γ)2

f
′ (x) = 2 (x − α) (x − �) (x − γ)

(
3x

2 − 2 (α + � + γ) x + α� + �γ + γα
)

Ο παράγοντας

3x
2 − 2 (α + � + γ) x + α� + �γ + γα (∗)

έχει διακρίνουσα

α2 + �2 + γ2 − α� − �γ − γα

η οποία είναι ϑετική όπως µπορεί να διαπιστωθεί µε τους ακόλουθους

τρόπους :
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Παράδειγµα 1:

Η γενική µορφή υπολογιστικά. Ο δευτεροβάθµιος

παράγοντας της παραγώγου έχει ϱίζες.

1 Γράφοντας

α2+�2+γ2−α�−�γ−γα =
1

2

(
2α2 + 2�2 + 2γ2 − 2α� − 2�γ − 2γα

)

που γίνεται

1

2

(
(α − �)2 + (� − γ)2 + (γ − α)2

)
> 0.

2 Θεωρώντας το ως τριώνυµο λ.χ. του γ που γίνεται

γ2 − (α + �) γ + α2 − α� + �2

και έχει διακρίνουσα

(α + �)2
− 4

(
α2 − α� + �2

)
= −3 (α − �)2 < 0.
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)
που γίνεται

1

2

(
(α − �)2 + (� − γ)2 + (γ − α)2

)
> 0.

2 Θεωρώντας το ως τριώνυµο λ.χ. του γ που γίνεται

γ2 − (α + �) γ + α2 − α� + �2

και έχει διακρίνουσα

(α + �)2
− 4

(
α2 − α� + �2

)
= −3 (α − �)2 < 0.
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Παράδειγµα 1:

Η γενική µορφή υπολογιστικά. Σύγκριση ϱιζών.

Εποµένως ο παράγοντας (∗) έχει δύο ϱίζες ρ1 < ρ2 που πρέπει να

συγκριθούν µε τις α, �, γ. Υπάρχουν οι εξής δυνατότητες :

1 Να υπολογιστούν οι ϱίζες και να γίνει απ΄ ευθείας σύγκριση.

Πρόκειται για επίπονη διαδικασία.

2 Να ονοµάσουµε

ϕ (x) = 3x
2 − 2 (α + � + γ) x + α� + �γ + γα

Είναι

ϕ (α) = (α − γ) (α − �) > 0

ϕ (�) = (γ − �) (α − �) < 0

ϕ (γ) = (γ − �) (γ − α) > 0

Εποµένως τα α, γ είναι εκτός των ϱιζών του τριωνύµου ϕ (x) και το

� µεταξύ. ΄Αρα είναι

α < ρ1 < � < ρ2 < γ
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Παράδειγµα 1:

Η γενική µορφή υπολογιστικά. Τελικά συµπεράσµατα.

Τελικά έχουµε τον πίνακα :

από τον οποίο προκύπτει η απάντηση στο ερώτηµα.
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Παράδειγµα 1:

Η γενική µορφή πάλι και κάποιες γενικεύσεις.

Και µια γεωµετρική προσέγγιση.

Στην τελευταία πραγµάτευση είδαµε ότι

f (x) = g
2 (x)

όπου

g (x) = (x − α) (x − �) (x − γ) .

Τα ακρότατα της g είναι εύκολο να ϐρεθούν (ήδη έγινε στην αρχή στην

αριθµητική περίπτωση). Εποµένως έχουµε το πρόβληµα :

Αν ξέρουµε τα ακρότατα της g : R→ R µπορούµε να ϐρούµε τα

ακρότατα της g2;
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Παράδειγµα 1:

Η γενική µορφή πάλι και κάποιες γενικεύσεις.

Ας δούµε πρώτα τι συµβαίνει όταν η g παίρνει µη αρνητικές τιµές.

Για µη αρνητικούς αριθµούς τα τετράγωνα τους µεγιστοποιούνται ή

ελαχιστοποιούνται αν και µόνο αν οι αριθµοί µεγιστοποιούνται ή

ελαχιστοποιούνται.

∆ιοτι : p < q ⇔ p2 < q2 αφού q2 − p2 = (q − p) (q + p)︸   ︷︷   ︸
≥0

και

εποµένως οι διαφορές q2 − p2 και q − p έχουν το ίδιο πρόσηµο.

Μία άλλη αιτιολόγηση είναι ότι από δύο τετράγωνα µεγαλύτερο

εµβαδόν έχει εκείνο µε την µεγαλύτερη πλευρά :

Εποµένως για µη αρνητικές συναρτήσεις g οι g και g2 έχουν τα ίδια

ακρότατα.
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Παράδειγµα 1:

Η γενική µορφή πάλι και κάποιες γενικεύσεις.

Τέλος για την γενική περίπτωση αρκεί να παρατηρήσουµε ότι :

Οι

ϑέσεις ακροτάτων της g2 (x) = |g (x) |2 είναι εκεί που παρουσιάζει

ακρότατα η g συν τις ϱίζες της. Ακριβέστερα :

Ακρότατα (µέγιστα ή ελάχιστα) µε ϑετική τιµή παραµένουν ως

έχουν.

Ακρότατα (µέγιστα ή ελάχιστα) µε αρνητική τιµή αλλάζουν είδος.

Θέσεις ϱιζών αντιστοιχούν σε ακρότατα (ελάχιστα)

Επιστρέφοντας στη συγκεκριµένη άσκηση ϐλέπουµε ότι η

g (x) = (x − α) (x − �) (x − γ) ,

έχει τρεις ϱίζες ένα τοπικό ελάχιστο αρνητικό και ένα τοπικό µέγιστο

ϑετικό.
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Παράδειγµα 1:

Η γενική µορφή πάλι και κάποιες γενικεύσεις.

Το τετράγωνο της f (x) = g2 (x) ϑα έχει τρία ελάχιστα (στις ϱίζες) ϑα

διατηρήσει το ϑετικό µέγιστο και ϑα αποκτήσει ένα ακόµη τοπικό µέγιστο

που αντιστοιχεί στο τοπικό έλαχιστο της g.
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Παραδείγµατα.

Παράδειγµα 2

(΄Ασκηση Α3 i) παράγραφος 1.1)

Για ποιες τιµές του x ∈ R η γραφική παράσταση της συνάρτησης f

ϐρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g, όταν :

i) f(x) = x3 + 2x + 1 και g(x) = x + 1.
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Παράδειγµα 2: Εξοικείωση µε τιµές.

Μία εξοικείωση µε την εκφώνηση µπορεί να γίνει µεταφράζοντας

αριθµητικά το «ϐρίσκεται πάνω» και σύνθεση ενός πίνακα τιµών :

x -3 -2 -1 0 1 2 3

f(x) -32 -11 -2 1 4 13 34

g(x) -2 1 0 1 2 3 4
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Παράδειγµα 2: Η ϐοήθεια της ΄Αλγεβρας.

f(x) > g(x)⇔

x
3 + 2x + 1 > x + 1⇔

x
3 + x > 0⇔

x
(
x

2 + 1
)︸   ︷︷   ︸

+

> 0⇔

x > 0
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Παράδειγµα 2: Εικονογράφηση µε µία γραφική παράσταση.

΄Ενα ϕύλλο µε την γραφική παράσταση µπορεί να ϐοηθήσει περαιτέρω

την κατανόηση του «ϕαινοµένου».
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Παράδειγµα 2: Παραλαγές.

Μερικές πιο απαιτητικές παραλλαγές έχουν ενδιαφέρον :

1 Να απαντηθεί το ίδιο ερώτηµα για τις συναρτήσεις (f (x) − 1)2

και (g (x) − 1)2
.

Απάντηση: x ∈ R∗

2 Να απαντηθεί το ίδιο ερώτηµα για τις συναρτήσεις af(x), ag(x),

a > 0, a , 1

Απάντηση: x > 0 αν a > 1 και x < 0 αν a < 1.
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Παραδείγµατα.

Παράδειγµα 3

(΄Ασκηση Β13, παράγραφος 2.7)

΄Ενας κολυµβητής Κ ϐρίσκεται στη

ϑάλασσα 100ft µακριά από το

πλησιέστερο σηµείο Α µιας

ευθύγραµµης ακτής, ενώ το σπίτι

του Σ ϐρίσκεται 300ft µακρυά από

το σηµείο Α. Υποθέτουµε ότι ο

κολυµβητής µπορεί να κολυµβήσει

µε ταχύτητα 3ft/s και να τρέξει

στην ακτή µε ταχύτητα 5ft/s.

i) Να αποδείξετε ότι για να

διανύσει τη διαδροµή ΚΜΣ του

διπλανού σχήµατος χρειάζεται

χρόνο

T(x) =

√
1002 + x2

3
+

300 − x

5
.

ii) Για ποια τιµή του x ο κολυµβητής

ϑα χρειαστεί το λιγότερο δυνατό

χρόνο για να ϕθάσει στο σπίτι του ;
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Παράδειγµα : Προεργασία.

Η συγκεκριµένη άσκηση έχει αρκετά προαπαιτούµενα που καλό είναι

να συζητηθούν.

1 Ο τύπος της ταχύτητας στην οµαλή κίνηση και η επίλυση του ως

προς τον χρόνο : v = s

t
, t = s

v

2 Το ϑεώρηµα του Πυθαγόρα. ΄Ισως είναι σκόπιµο κάποιοι µαθητές

να κάνουν τους υπολογισµούς των τµηµάτων α, �, γ:

3 Η κατανόηση του ϱόλου των διαφορετικών ταχυτήτων. Μπορούν να

γίνουν µερικές ποιοτικές παρατηρήσεις. Για παράδειγµα που ϑα

ϐρεθεί το σηµείο M όταν η ταχύτητα στην ακτή είναι πολύ µεγάλη

σε σχέση µε την ταχύτητα στην ϑάλασσα ; ΄Οταν είναι πολύ µικρή;

4 Η άσκηαη απαιτεί µεταξύ άλλων γνώση της παραγώγου ϱίζας και

σύνθετης συνάρτησης. Αποτελεί ευκαιρία για την υπενθύµιση

τους.
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Παράδειγµα : Η κυρίως λύση.

Είναι

T
′ (x) =

1

15

5x − 3
√

10 000 + x2

√
10 000 + x2

και εποµένως έχουµε τις ισοδυναµίες :

T
′ (x) > 0⇔

5x − 3

√
10 000 + x2 > 0⇔

5x > 3

√
10 000 + x2 ⇔

(5x)2 >
(
3

√
10 000 + x2

)2

⇔

.........

⇔ x > 75

Εποµένως η T είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (0, 75) και γνησίως αύξουσα

στο (75, 300). ΄Αρα ο ελάχιστος χρόνος επιτυγχάνεται όταν x = 75.
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Παράδειγµα : Η γενική περίπτωση.

Είναι πιο δύσκολη αλλά και πιο ενδιαφέρουσα. Αν έχουµε την διάταξη :

Τότε ο συνολικός χρόνος είναι

T (x) =

√
a2 + x2

v1

+
� − x

v2

και

T
′ (x) =

v2x − v1

√
a2 + x2

v1v2

√
a2 + x2

.
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Παράδειγµα : Η γενική περίπτωση.
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Παράδειγµα : Η γενική περίπτωση.

Jean-Baptiste le Rond d'Alembert (1717-1783)

Η ΄Αλγεβρα
είναι
γενναιόδωρη.
Συχνά µας
δίνει
περισσότερα
απ΄ όσα της
Ϲητάµε.
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Παράδειγµα : Η γενική περίπτωση.

Είναι T ′(x) > 0 όταν

x >
v1a√
v2

2
− v2

1

,

όπου ϐέβαια υποθέτουµε ότι η ταχύτητα στην στεριά είναι µεγαλύτερη

από την ταχύτητα στην ϑάλασσα.

Αν ονοµάσουµε

m =
v2

v1

τον λόγο των δύο ταχυτήτων τότε ϐρίσκουµε ότι η ϑέση όπου ο χρόνος

ελαχιστοποιείται είναι η

x =
a

√
m2 − 1

.
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Παραδείγµατα.

Παράδειγµα 4

(΄Ασκηση Α6, Παράγραφος 3.5)

i) Να ϐρείτε την παράγωγο της συνάρτησης

f(x) = ln(x +
√

x2 + 1).

ii) Να αποδείξετε ότι∫
1

0

1
√

1 + x2
dx = ln(1 +

√
2).
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Παράδειγµα 4 : Προετοιµασία.

Για το πρώτο ερώτηµα απαιτείται γνώση των κανόνων παραγώγισης

σύνθετης συνάρτησης, λογαρίθµου, ϱίζας και για το δεύτερο ερώτηµα

η σύνδεση παράγουσας και ορισµένου ολοκληρώµατος και ιδιότητες

λογαρίθµων. Για αρκετούς µαθητές µια υπενθύµιση ϐοηθάει.
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Παράδειγµα 4 : Η κυρίως λύση.

∆εν παρουσιάζει ιδιαίτερες δυσκολίες.
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Παράδειγµα 4 :Επεκτάσεις Ι.

΄Ενα ενδιαφέρον ϑέµα είναι να ϐρεθεί όχι µόνο η παράγωγος της f

αλλά και µία παράγουσα της. Στην περίπτωση µας ένα ορισµένο

ολοκλήρωµα :

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα :
∫ �
α

f (x) dx .

΄Εχουµε :

∫ �

α
f (x) dx =

∫ �

α
ln

(
x +

√
x2 + 1

)
dx =

∫ �

α
(x)′ ln

(
x +

√
x2 + 1

)
dx =

[
x ln

(
x +

√
x2 + 1

)]�
α
−

∫ �

α
x

(
ln

(
x +

√
x2 + 1

))′
dx =

[
x ln

(
x +

√
x2 + 1

)]�
α
−

∫ �

α

x
√

x2 + 1
dx.
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Παράδειγµα 4: Επεκτάσεις Ι.

Το ολοκλήρωµα
∫ �
α

x√
x2+1

dx µπορεί να υπολογιστεί µε αλλαγή

µεταβλητής.

Θέτουµε x2 + 1 = u και κάνουµε τις αλλάγές :

xdx → 1

2
du, α → α2 + 1, �→ �2 + 1. Βρίσκουµε :∫ �

α

x
√

x2 + 1
dx =

∫ �2+1

α2+1

1

2

1
√

u
du =

1

2

∫ �2+1

α2+1

u
− 1

2 du =
1

2

u
1

2

1

2

�
2+1

α2+1

=
√
�2 + 1 −

√
α2 + 1

και εποµένως :∫ �

α
f (x) dx = � ln

(
� +

√
�2 + 1

)
− α ln

(
α +

√
α2 + 1

)
−

√
�2 + 1 +

√
α2 + 1
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Παράδειγµα 4: Επεκτάσεις ΙΙ.

Στην αρχική εκφώνηση η άσκηση του ϐιβλίου δεν Ϲητείται να ϐρεθεί το

πεδίο ορισµού της f . Μπορεί να Ϲητηθεί ως πρόσθετη άσκηση :

Να ϐρεθεί το πεδίο ορισµού της f(x) = x +
√

x2 + 9.

Η τυπική αντιµετώπιση είναι

x +
√

x2 + 1 > x +
√

x2 = x + |x | ≥ 0

και εποµένως η συνάρτηση f ορίζεται στο R.

Σχόλιο. Η αντιµετώπιση αυτή δεν είναι αυτονόητη. Στις εξετάσεις του

2010 χρειάστηκε οι µαθητές να επιβεβαιώσουν ότι η συνάρτηση

x +
√

x2 + 9 παίρνει ϑετικές τιµές. Βρέθηκαν γραπτά µε την ακόλουθη

τεκµηρίωση : Η εξίσωση x +
√

x2 + 9 = 0 είναι αδύνατη. ΄Αρα η

συνεχής συνάρτηση x +
√

x2 + 9 δεν έχει ϱίζες άρα διατηρεί

πρόσηµο. Με δοκιµή ϐρίσκουµε ότι το πρόσηµο είναι + και εποµένως

για όλα τα x είναι x +
√

x2 + 9 > 0.
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Μια άλλη ερώτηση ϑα µπορούσε να τεθεί είναι :

Να ϐρεθεί η αντίστροφη συνάρτηση της της f(x) = x +
√

x2 + 9.

Η f έχει πεδίο ορισµού το R.

Η f έχει ϑετική παράγωγο και εποµένως είναι γνησίως αύξουσα

άρα αντιστρέψιµη.

Είναι lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

ln

x +
√

x2 + 1︸         ︷︷         ︸
u

 = lim
u→+∞

ln u = +∞

Είναι

lim
x→−∞

(
x +
√

x2 + 1
)

= lim
x→−∞

(
x + |x |

√
1 + 1

x2

)
=

x<0
......... = 0

Εποµένως

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ln

x +
√

x2 + 1︸         ︷︷         ︸
u

 = lim
u→0+

ln u = −∞.

΄Αρα η f έχει σύνολο τιµών το R.
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Παράδειγµα 4: Επεκτάσεις ΙΙ.

Είναι

y = f (x)⇒ y = ln
(
x +

√
x2 + 1

)
⇒ e

y = x +
√

x2 + 1⇒

(e
y − x)2 =

√
x2 + 1

2 ⇒ e
2y − 2e

y
x + x

2 = x
2 + 1⇒

e
2y − 2e

y
x − 1 = 0⇒ x =

1

2

e2y − 1

ey
⇒ x =

ey − e−y

2

Εποµένως η αντίστροφη της f έχει τύπο

f
−1 (y) =

ex − e−−x

2

Πρόκειται για το υπερβολικό ηµίτονο.
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Παράδειγµα 4: Επεκτάσεις ΙΙΙ.

Στις εξετάσεις του 2015 Ϲητήθηκε :

Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την Cf και τις

ευθείες y = x , x = 0, x = 1.

Επειδή

f
′′ (x) = −

x
√

x2 + 13

η f στο διάστηµα [0,+∞) είναι κοίλη. Η y = x είναι εφαπτοµένη της Cf

στην αρχή των αξόνων και εποµένως η Cf ϐρίσκεται κάτω από την y = x

στο (0,+∞).

΄Αρα το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι το
∫

1

0
(x − f (x)) dx που είναι ίσο µε

1

2
−

∫
1

0
f (x) dx . Αντικαθιστώντας στον γενικό τύπο υπολογισµού του∫ �

α
f (x) dx όπου α το 0 και όπου � το 1 ϐρίσκουµε τελικά ότι το εµβαδόν

είναι
√

2 − 1

2
− ln

(√
2 + 1

)
.
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Παράδειγµα 4: Επεκτάσεις ΙΙΙ.

΄Εχοντας ϐρει την αντίστροφη συνάρτηση της f µπορούµε να

υπολογίσουµε το Ϲητούµενο εµβαδόν µε συµµετρία :
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Το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται

από την γραφική παράσταση της f−1, την y = x και την y = 1. ΄Αρα το

εµβαδό είναι :∫ ln(
√

2+1)

0

(
ex − e−x

2
− x

)
dx +

∫
1

ln(
√

2+1)
(1 − x) dx =

∫ ln(
√

2+1)

0

ex − e−x

2
dx −

∫
1

0

xdx +

∫
1

ln(
√

2+1)
1dx =

[
ex + e−x

2

]ln(
√

2+1)

0

−

[
x2

2

]1

0

+
(
1 − ln

(√
2 + 1

))
=

√
2 + 1 + 1√

2+1

2
−

1

2
+ 1 − ln

(√
2 + 1

)
.

Κάνοντας τους τελικούς υπολογισµούς ϐρίσκουµε πάλι την τιµή

√
2 −

1

2
− ln

(√
2 + 1

)
.

Ν.Σ. Μαυρογιάννης ∆ιαφοροποιηµένη ∆ιδασκαλία στα Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου



Το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται

από την γραφική παράσταση της f−1, την y = x και την y = 1. ΄Αρα το

εµβαδό είναι :∫ ln(
√

2+1)

0

(
ex − e−x

2
− x

)
dx +

∫
1

ln(
√

2+1)
(1 − x) dx =

∫ ln(
√

2+1)

0

ex − e−x

2
dx −

∫
1

0

xdx +

∫
1

ln(
√

2+1)
1dx =

[
ex + e−x

2

]ln(
√

2+1)

0

−

[
x2

2

]1

0

+
(
1 − ln

(√
2 + 1

))
=

√
2 + 1 + 1√

2+1

2
−

1

2
+ 1 − ln

(√
2 + 1

)
.

Κάνοντας τους τελικούς υπολογισµούς ϐρίσκουµε πάλι την τιµή

√
2 −

1

2
− ln

(√
2 + 1

)
.

Ν.Σ. Μαυρογιάννης ∆ιαφοροποιηµένη ∆ιδασκαλία στα Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου



Το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται

από την γραφική παράσταση της f−1, την y = x και την y = 1. ΄Αρα το

εµβαδό είναι :∫ ln(
√

2+1)

0

(
ex − e−x

2
− x

)
dx +

∫
1

ln(
√

2+1)
(1 − x) dx =

∫ ln(
√

2+1)

0

ex − e−x

2
dx −

∫
1

0

xdx +

∫
1

ln(
√

2+1)
1dx =

[
ex + e−x

2

]ln(
√

2+1)

0

−

[
x2

2

]1

0

+
(
1 − ln

(√
2 + 1

))
=

√
2 + 1 + 1√

2+1

2
−

1

2
+ 1 − ln

(√
2 + 1

)
.

Κάνοντας τους τελικούς υπολογισµούς ϐρίσκουµε πάλι την τιµή

√
2 −

1

2
− ln

(√
2 + 1

)
.

Ν.Σ. Μαυρογιάννης ∆ιαφοροποιηµένη ∆ιδασκαλία στα Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου



Το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται

από την γραφική παράσταση της f−1, την y = x και την y = 1. ΄Αρα το

εµβαδό είναι :∫ ln(
√

2+1)

0

(
ex − e−x

2
− x

)
dx +

∫
1

ln(
√

2+1)
(1 − x) dx =

∫ ln(
√

2+1)

0

ex − e−x

2
dx −

∫
1

0

xdx +

∫
1

ln(
√

2+1)
1dx =

[
ex + e−x

2

]ln(
√

2+1)

0

−

[
x2

2

]1

0

+
(
1 − ln

(√
2 + 1

))
=

√
2 + 1 + 1√

2+1

2
−

1

2
+ 1 − ln

(√
2 + 1

)
.

Κάνοντας τους τελικούς υπολογισµούς ϐρίσκουµε πάλι την τιµή

√
2 −

1

2
− ln

(√
2 + 1

)
.

Ν.Σ. Μαυρογιάννης ∆ιαφοροποιηµένη ∆ιδασκαλία στα Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου



Παραδείγµατα.

Παράδειγµα 5

(΄Ασκηση Α8 Παράγραφος 1.4 του ϐιβλίου «Μαθηµατικά και Στοιχεία

Στατιστικής»)

Να ϐρείτε το σηµείο της ευθείας µε εξίσωση y = 2x − 3 που είναι

πλησιέστερο στην αρχή των αξόνων.
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Παράδειγµα 5: Χρήση Γεωµετρίας.

Η ευθεία προφανώς δεν διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Από όλα

τα σηµεία της ευθείας πλησιέστερο προς την αρχή των αξόνων είναι το

ίχνος της κάθετης που άγεται από την αρχή στην ευθεία. Η ευθεία έχει

συντελεστή διευθύνσεως το 2 εποµένως η κάθετη ϑα έχει το − 1

2
.

΄Αρα

η εξίσωση της κάθετης είναι y − 0 = − 1

2
(x − 0) δηλαδή y = − 1

2
x .

Λύνοντας στο σύστηµα :

y = 2x − 3

y − − 1

2
x

}
ϐρίσκουµε ότι το κοινό σηµείο των δύο ευθειών δηλαδή το ίχνος της

κάθετης είναι το
(

6

5
,− 3

5

)
.
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Παράδειγµα 5: Χρήση Γεωµετρίας.
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Παράδειγµα 5: Χρήση ΄Αλγεβρας.

Το τυχόν σηµείο της ευθείας είναι το (q, 2q − 3) η δε απόσταση του

από την αρχή των αξόνων είναι√
(x − 0)2 + (2x − 3 − 0)2 =

√
5x2 − 12x + 9.

Αυτή, προφανώς, γίνεται ελάχιστη όταν το 5x2 − 12x + 9 γίνει ελάξιστο.

Ξέρουµε ότι ένα τριώνυµο αx2 + �x + γ µε α > 0 γίνεται ελάχιστο όταν

x = − �
2α . Εδώ x = −−12

2·5
= 6

5
. Η τετµηµένη του Ϲητούµενου σηµείου

είναι 2 · 6

5
− 3 = − 3

5
.
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Παράδειγµα 5: Χρήση ΄Αλγεβρας.
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Παράδειγµα 5: Χρήση Ανάλυσης.

Εργαζόµαστε όπως πριν και ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε την

5x
2 − 12x + 9

η οποία έχει παράγωγο 10x − 12. Για x > 6

5
η παράγωγος είναι ϑετική

ενώ για x < 6

5
είναι αρνητική. ΄Αρα έχει ελάχιστο στο

6

5
. Η συνέχεια

όπως στο προηγούµενο.
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Παράδειγµα 5: Η πρώτη επέκταση.

Να ϐρεθεί σηµείο της καµπύλης µε εξίσωση y = x2 που απέχει

από το σηµείο (0, 1) ελάχιστη απόσταση.

Εδώ δεν έχουµε ευθεία και δεν εφαρµόζεται η πρώτη προσέγγιση. Το

τυχόν σηµείο της καµπύλης είναι το (x, x2) και η απόσταση του από το

σηµείο µας είναι√
(x − 0)2 + (x2 − 1)2 =

√
x4 − x2 + 1.

Εποµένως ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε την συνάρτηση

f (x) = x4 − x2 + 1. Η απάντηση µπορεί να δοθεί µε τους ακόλουθους

τρόπους :
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Παράδειγµα 5: Η πρώτη επέκταση.

Α΄ τρόπος. Εδώ συµβαίνει να µπορεί να εφαρµοσθεί η δεύτερη τεχνική,

µε το τριώνυµο, που είδαµε στην προηγούµενη άσκηση ϑέτοντας

x2 = u. Θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε την u2 − u + +1 που γίνεται

ελάχιστη για u = 1

2
.

΄Αρα η f ελαχιστοποιείται όταν x2 = 1

2
δηλαδή

x = − 1

2

√
2 ή x = 1

2

√
2. Συνεπώς τα αντίστοιχα σηµεία είναι τα(

− 1

2

√
2, 1

2

)
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(

1

2

√
2, 1

2

)
.
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Παράδειγµα 5: Η πρώτη επέκταση.
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µε το τριώνυµο, που είδαµε στην προηγούµενη άσκηση ϑέτοντας
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ελάχιστη για u = 1

2
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Παράδειγµα 5: Η πρώτη επέκταση.

Β΄ τρόπος. Η τεχνική µε την παράγωγο εφαρµόζεται άµεσα :

f (x) = x4 − x2 + +1 και f ′ (x) = 2x
(
2x2 − 1

)
.

΄Εχουµε τον πίνακα :

Επειδή ο τιµές της f στα ± 1

2

√
2 είναι ίσες και οι δύο αποτελεούν ϑέσεις

ολικού ελαχίστου. Εδώ αξίζει να σχολιασθεί η ϑέση 0 που είναι ϑέση

µόνον τοπικού µεγίστου και όχι ολικού αφού η απόσταση στα ±∞ έχει

όριο +∞ άρα δεν έχει µέγιστη τιµή.
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Παράδειγµα 5: Η πρώτη επέκταση.

Στο σχήµα που ακολουθεί (µπορεί να δοθεί στην τάξη για συζήτηση)

εµφανίζεται η κοινή γραφική παράσταση των x2 και
√

(x4 − x2 + 1).
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ακόµη επεκτάσεις.

Μπορούν να δοθούν και οι επόµενες δύο ασκήσεις :

1 Να ϐρεθεί σηµείο της καµπύλης µε εξίσωση y = x2 που

απέχει από το σηµείο (1, 2) ελάχιστη απόσταση.

Απάντηση: Ζητάµε, τελικά, το ελάχιστο της

r (x) = x
4 − 3x

2 − 2x + 5,

που επιτυγχάνεται όταν x = 1

2
+ 1

2

√
3.

2 (Από διαγώνισµα που δόθηκε στο 3ο Λύκειο Ν. Σµύρνης το

2003 µε ϐάση την άσκηση Α3 i), παράγραφος 2.8 ) Να ϐρεθεί

σηµείο της γραφικής παράσταση της συνάρτησης f(x) = e−x2

που απέχει από την αρχή των αξόνων ελάχιστη απόσταση.

Απάντηση:
(
±

√
ln 2

2
,
√

2

2

)
.
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα.

Οι προηγούµενες ασκήσεις έχουν ένα λίγο-πολύ αλγοριθµικό και

υπολογιστικό χαρακτήρα. Υπήρχε µία συγκεκριµένη διαδικασία που αν

ξεπερνούσε τα υπολογιστικά εµπόδια (τέτοια υπάρχουν πάντα) έδινε

αποτέλεσµα. Η ύπαρξη σηµείου ατην γραφική παράσταση µια

συνάρτησης που απέχει ελάχιστη απόσταση από δοθέν σηµείο δεν

είναι πάντα εξασφαλισµένη. Για παράδειγµα στη συνάρτηση

f : (0, 1)→ R µε f(x) = x2 + 1 δεν υπάρχει σηµείο της γραφικής της

παράστασης που απέχει ελάχιστη απόσταση από την αρχή των αξόνων.

Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το σηµείο όπου «έπρεπε» να

εµφανίζεται η ελάχιστη, δηλαδή το σηµείο (0, 1) απόσταση δεν υπάρχει

στην γραφική παράσταση.
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. Θέµα

1ο.

(΄Ασκηση Β9, Παράγραφος 1.8) Στο

διπλανό σχήµα η καµπύλη C είναι η

γραφική παράσταση µιας

συνάρτησης f που είναι συνεχής

στο [α, �] και το M0(x0, y0) είναι

ένα σηµείο του επιπέδου.

i) Να ϐρείτε τον τύπο της

απόστασης d(x) = (M0M) του

σηµείου M0(x0, y0) από το σηµείο

M(x, f(x)) της Cf για κάθε

x ∈ [α, �] .

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

d είναι συνεχής στο [α, �] και στη

συνέχεια ότι υπάρχει ένα,

τουλάχιστον, σηµείο της Cf που

απέχει από το M0 λιγότερο από ότι

απέχουν τα υπόλοιπα σηµεία της

και ένα, τουλάχιστον, σηµείο της Cf

που απέχει από το M0 περισσότερο

από

ότι απέχουν τα υπόλοιπα σηµεία της.

Ν.Σ. Μαυρογιάννης ∆ιαφοροποιηµένη ∆ιδασκαλία στα Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου



Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. . Θέµα

1ο. (συνέχεια).

Στην άσκηση αυτή είναι ουσιώδες να αναδειχθεί η σηµασία των

υποθέσεων µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα. Για την σηµασία του

κλειστού διαστήµατος έγινε αναφορά πιο πάνω ενώ η σηµασία της

συνέχειας της f ϕαίνεται στην περίπτωση όπου το M0 είναι το (0, 0) και

f (x) =

{
x2 + 1, x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]

2, x = 0
.
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. ∆ύο

ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. Θέµα 2ο.

Με τα δεδοµένα της προηγούµενης άσκησης υποθέτουµε,

επιπλέον, ότι η f είναι ορισµένη σε διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη.

Να αποδειχθεί ότι αν για κάποιο σηµείο N(p, f(p)) της Cf η

απόσταση M0N γίνεται µέγιστη ή ελάχιστη και το p είναι εσωτερικό

σηµείο του ∆ τότε η ευθεία M0N είναι κάθετη στην Cf στο N.
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. Θέµα

2ο. Συνέχεια.
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. Θέµα

2ο. Συνέχεια.

Απόδειξη. Η απόσταση του τυχόντος σηµείου (x, f(x) της Cf από το M0

είναι

d (x) =

√
(x − x0)2 + (f (x) − y0)2

και

d
′ (x) =

(x − x0) + f ′ (x) (f (x) − y0)

d (x)
.
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. Θέµα

2ο. Συνέχεια.
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. Θέµα

2ο. Συνέχεια.

Αφού το d(x) έχει ακρότατο στο εσωτερικό σηµείο p ϑα είναι, από το

ϑεώρηµα του Fermat, d′(p) = 0.

΄Αρα

(p − x0) + f
′ (p) (f (p) − y0) = 0 (�).

Είναι
−−−→
M0N = (p − x0, f (p) − y0) και το διάνυσµα ~u = (1, f ′ (p)) είναι

παράλληλο στην εφαπτοµένη της Cf στο N διότι έχει τον ίδιο

συντελεστή διευθύνσεως. Η (�) µας πληροφορεί ότι το εσωτερικό

γινόµενο των δύο αυτών διανυσµάτων είναι µηδέν και εποµένως είναι

κάθετα. ΄Αρα η M0N είναι κάθετη στην εφαπτοµένη.
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Παράδειγµα 5: ∆ύο ϑέµατα ϑεωρητικού χαρακτήρα. Θέµα

2ο. Συνέχεια.

Αφού το d(x) έχει ακρότατο στο εσωτερικό σηµείο p ϑα είναι, από το

ϑεώρηµα του Fermat, d′(p) = 0. ΄Αρα

(p − x0) + f
′ (p) (f (p) − y0) = 0 (�).

Είναι
−−−→
M0N = (p − x0, f (p) − y0) και το διάνυσµα ~u = (1, f ′ (p)) είναι

παράλληλο στην εφαπτοµένη της Cf στο N διότι έχει τον ίδιο

συντελεστή διευθύνσεως. Η (�) µας πληροφορεί ότι το εσωτερικό

γινόµενο των δύο αυτών διανυσµάτων είναι µηδέν και εποµένως είναι

κάθετα. ΄Αρα η M0N είναι κάθετη στην εφαπτοµένη.

Ν.Σ. Μαυρογιάννης ∆ιαφοροποιηµένη ∆ιδασκαλία στα Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου



Παράδειγµα 5: Κάθετες και εφαπτοµένες. Επισκόπηση.

Στα προηγούµενα δόθηκε η δυνατότητα να συζητηθεί η έννοια της

κάθετης που οι µάθητες γνώρισαν για πρώτη ϕορά στην ευθεία και της

εφαπτοµένης, έννοιας που πρωτογνώρισαν στον κύκλο. Οι δύο αυτές

έννοιες είδαµε ότι συνδέονται µε την µεγιστοποίηση-ελαχιστοποίηση

αποστάσεων σηµείου από καµπύλη. Οι καµπύλες-γραφικές

παραστάσεις παραγωγίσιµων συναρτήσεων διαθέτουν εφαπτοµένη και

κάθετη σε κάθε σηµείο τους.
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Παράδειγµα 5: Κάθετες και εφαπτοµένες. ∆ύο ασκήσεις.

Στο σηµείο αυτό µπορούν να δοθούν δύο ενδιαφέρουσες αλλά κάπως

απαιτητικές ασκήσεις.

1 ΄Εστω f : R→ R µία παραγωγίσιµη συνάρτηση. Να αποδειχθεί

ότι αν όλες οι εφαπτοµένες της Cf διέρχονται από το ίδιο

σηµείο τότε η Cf είναι ευθεία.

2 ΄Εστω f : [α, �, ]→ R µία παραγωγίσιµη συνάρτηση. Να

αποδειχθεί ότι αν όλες οι κάθετες της Cf διέρχονται από το

ίδιο σηµείο τότε η Cf είναι τόξο κύκλου.
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άσκησης.

΄Εστω (p, q) το σταθερό σηµείο από το οποίο διέρχονται όλες οι

εφαπτοµένες. Η τυχούσα εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της µε

τετµηµένη x0 είναι η

y − f(x0) = f
′(x0)(x − x0)

Επειδή διέρχεται από το (p, q), για κάθε x0 ϑα ισχύει :

q − f(x0) = f
′(x0)(p − x0).

Εποµένως για όλα τα x ∈ R ϑα ισχύει :

q − f(x) = f
′(x)(p − x).

ή ισοδύναµα

f
′(x)(p − x) + f(x) = q .(♥)
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Παράδειγµα 5: Κάθετες και εφαπτοµένες. Λύση της 1ης

άσκησης (συνέχεια).

Εργαζόµαστε µε τα x ∈ (p,+∞). ∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη της (♥) µε

p − x και έχουµε :

f
′(x) +

1

p − x
f(x) =

q

p − x

Είναι
1

p−x
= (− ln (x − p))′. Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη µε

e− ln(x−p) και έχουµε :

f
′(x)e

− ln(x−p) +
1

p − x
e
− ln(x−p)

f(x) =
q

p − x
e
− ln(x−p)

ή αλλιώς (
f(x)e

− ln(x−p)
)′

=
q

p − x
e
− ln(x−p)

από την οποία προκύπτει διαδοχικά :
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(
f(x)e

− ln(x−p)
)′

=
q

p − x
e
− ln(x−p)

(
f(x)

x − p

)′
= −

q

(x − p)2(
f(x)

x − p

)′
=

(
q

x − p

)′
f(x)

x − p
=

q

x − p
+ k

f(x) = k (x − p) + q x > p.

Εργαζόµαστε µε τα x ∈ (−∞, p) και µε όµοιο τρόπο ϐρίσκουµε ότι

f(x) = m (x − p) + q x > p
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Παράδειγµα 5: Κάθετες και εφαπτοµένες. Λύση της 1ης

άσκησης (συνέχεια).

Από την (♥) ϑέτοντας x = p ϐρίκουµε ότι f(p) = q.

Τέλος αφού η f

είναι παραγωγίσιµη ιδιαιτέρως για την παράγωγο στο p ϑα ισχύει :

lim
x→p−

f (x) − f (p)

x − p
= lim

x→p+

f (x) − f (p)

x − p
.

δηλαδή:

lim
x→p−

m (x − p) + q − q

x − p
= lim

x→p+

k (x − p) + q − q

x − p

από την οποία ϐρίσκουµε m = k . ΄Αρα η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι

της µορφής

f(x) = k(x − p) + q.

Προφανώς κάθε συνάρτηση αυτής της µορφής είναι λύση του

προβλήµατος.

Εποµένως λύσεις του προβλήµατος είναι οι γραµµικές συναρτήσεις

y = αx + � που διέρχονται από το (p, q)
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Παράδειγµα 5: Κάθετες και εφαπτοµένες. Λύση της 2ης

άσκησης.

Η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της (x0, f(x0)) ϑα έχει εξίσωση :

f
′(x0)x − y + f(x0) − f

′(x0)x0 = 0.

Η κάθετη σε αυτήν ϑα έχει εξίσωση x + f ′(x0)y + L = 0 και αφού

διέρχεται από το (x0, f(x0)) είναι L = −x0 − f ′(x0)f(x0) άρα τελικά είναι

η :

x + f
′(x0)y − x0 − f

′(x0)f(x0) = 0

Αφού ϑα διέρχεται από το (p, q) για όλα τα x0 ∈ [α, �] ϑα είναι :

p + f
′(x0)q − x0 − f

′(x0)f(x0) = 0.

Εποµένως για κάθε x ∈ [α, �] είναι

f
′

(x) (f (x) − q) + (x − p) = 0,
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Η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της (x0, f(x0)) ϑα έχει εξίσωση :

f
′(x0)x − y + f(x0) − f

′(x0)x0 = 0.

Η κάθετη σε αυτήν ϑα έχει εξίσωση x + f ′(x0)y + L = 0 και αφού

διέρχεται από το (x0, f(x0)) είναι L = −x0 − f ′(x0)f(x0) άρα τελικά είναι

η :

x + f
′(x0)y − x0 − f

′(x0)f(x0) = 0

Αφού ϑα διέρχεται από το (p, q) για όλα τα x0 ∈ [α, �] ϑα είναι :

p + f
′(x0)q − x0 − f

′(x0)f(x0) = 0.

Εποµένως για κάθε x ∈ [α, �] είναι

f
′

(x) (f (x) − q) + (x − p) = 0,
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Παράδειγµα 5: Κάθετες και εφαπτοµένες. Λύση της 2ης

άσκησης.

δηλαδή (x − p)2

2
+

((f (x) − q))2

2

′ = 0

΄Αρα :

(x − p)2

2
+

((f (x) − q))2

2
= c

ή αλλιώς :

(x − p)2 + (f (x) − q)2 =
(
c
√

2
)2

.

Θέτοντας r =
√

2c ϐρίσκουµε ότι η Cf ϐρίσκεται στον κύκλο µε εξίσωση

(x − p)2 + (y − q)2 = r
2,

και επειδή είναι ορισµένη σε κλειστό διάστηµα είναι τόξο του.
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Παράδειγµα 5: Κάθετες και εφαπτοµένες. Λύση της 2ης

άσκησης.

Τα τόξα του σχήµατος είναι µερικές λύσεις του προβλήµατος :
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Παράδειγµα 6

(Η Θεωρία της υποπαραγράφου της 1.3 «Συνάρτηση 1 − 1»

Ε�ώ μπορεί
να �οθεί α
�δειξη

.

Χρειάζοντ�ι περισ�ότερα
πα��δείγματα συναρτήσεων
που εί �ι ή δεν εί �ι 1-1.

Αριθμητ"κές ασκήσεις
για τις 1-1 συναρτήσεις.

Επιστροφή:

Αν μια συνεχής συνάρτηση 

εί �ι ορισμένη σε �ιάστημα 
κ�ι εί �ι 1-1 τότε εί �ι 
γνησ(ως μ) ότονη.

Αν μία συνάρτηση εί �ι
παραγωγίσιμη σε ένα �ιάστημα
κ�ι η παράγωγος δεν 
μηδε ίζετ�ι τότε
εί �ι 1-1. 

 

Αν μια συνάρτηση εί �ι
παραγωγίσιμη σε ένα 
�ιάστημα κ�ι η παράγωγος 
δεν μηδε ίζετ�ι τότε εί �ι
γνησ(ως μ) ότονη.
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Παράδειγµα 6: Ερωτήµατα στην ϑεωρία.

Μερικά ερωτήµατα που µπορούν να τεθούν είναι :

Λείπουν κάποιες εξηγήσεις ;

Υπάρχουν σηµεία που χρειάζονται συµπληρώσεις ;

Πως µπορεί το κείµενο να γίνει προσπελάσιµο ;

Χρειαζεται στο µέλλον, όταν η διδασκαλία διανύει άλλα µέρη της

ύλης, να γίνει επιστροφή;
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Παράδειγµα 6: Απλά ερωτήµατα.

Να εξεταστεί αν είναι 1-1 οι συναρτήσεις :

1 f (x) = (x − 1) (x − 2) (x − 3) + 1.

2 f (x) =

{
−x |x | < 1

x |x | ≥ 1

3 f (x) = αx+�
γx+δ , α , 0,

∣∣∣∣∣∣ α �
γ δ

∣∣∣∣∣∣ , 0
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Παράδειγµα 6: Απόδειξη του αναπόδεικτου κριτηρίου.

Να δοθεί η απόδειξη του κριτηρίου για τις 1-1 που είναι

αναπόδεικτο.

Η απόδειξη είναι συντοµότατη και προφέρει στην κατανόηση. Να γίνει

σύγκριση ορισµού και κριτηρίου στις περιπτώσεις :

Να εξεταστεί αν είναι 1-1 οι συναρτήσεις :

1 f (x) = −2x − 1 Df = R

2 f (x) = x2 − 2x − 1Df = [1,+∞)
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Παράδειγµα 6: Επιστροφή 1η. Μετά την διδασκαλία της

συνέχειας σε διάστηµα.

Μπορεί να δοθεί η ακόλουθη άσκηση (η ανάλυση σε ερωτήµατα είναι

σκόπιµη).

΄Εστω µια συνεχής 1-1 και συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα

∆.

1 ΄Εστω α και � δύο διάφοροι αριθµοί του ∆ και p αριθµός

µεταξύ των α, �. Να αποδείξετε ότι το f(p) είναι µεταξύ των

f(α) και f(�).

2 ΄Εστω [α, �] ένα κλειστό υποδιάστηµα του ∆. Να αποδειχθεί

ότι η f είναι γνησίως µονότονη στο [α, �].

3 Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως µονότονη στο ∆.
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Παράδειγµα 6: Επιστροφή 1η. Μετά την διδασκαλία της

συνέχειας σε διάστηµα.
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Παράδειγµα 6: Επιστροφή 2η. Μετά την διδασκαλία του

ϑεωρήµατος µέσης τιµής.

Να αποδειχθεί ότι αν µια παραγωγίσιµη συνάρτηση f είναι

ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και η παράγωγος της δεν

µηδενίζεται τότε είναι 1-1.
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Παράδειγµα 6: Επιστροφή 3η. Μετά την διδασκαλία του

ϑεωρήµατος του Fermat.

1 ΄Εστω [α, �] ένα κλειστό υποδιάστηµα του ∆. Να αποδειχθεί

ότι :

Αν f ′ (α) > 0 και f ′ (�) < 0 υπάρχουν p, q στο (α, �) ώστε

f (α) < f (p) και f (�) < f (q).

Αν f ′ (α) < 0 και f ′ (�) > 0 υπάρχουν p, q στο (α, �) ώστε

f (α) > f (p) και f (�) > f (q).

2 (Ασθενής µορφή Θεωρήµατος Darboux) Να αποδειχθεί ότι

αν η f ′ παίρνει ετερόσηµες τιµές στα α, � τότε µεταξύ των

α, � υπάρχει ϱίζα της f ′.

3 Να αποδειχθεί ότι αν η f ′ δεν έχει ϱίζα στο ∆ τότε η f είναι

γνησίως µονότονη.
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