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Τάξη Β΄
Θετική και Τεχνολογική Κατεύθυνση
Ερωτήσεις Θεωρίας και απαντήσεις

από το σχολικό βιβλίο
Καθηγητής: Ν.Σ. Μαυρογιάννης

1.    Πότε δύο µη µηδενικά διανύσµατα 
→
AB  και 

→
Γ∆  λέγονται παράλληλα ή συγγραµµικά;

Απάντηση: �Όταν   έχουν τον ίδιο  ή παράλληλους φορείς..

2. Τι ονοµάζουµε γινόµενο του λ µε το αααα
r ;

Απάντηση: �Ενα διάνυσµα το οποίο
•  είναι οµόρροπο του αr , αν 0>λ  και αντίρροπο του αr , αν 0<λ  και
•  έχει µέτρο |||| αλ r .

3. Τι   ονοµάζεται γραµµικός συνδυασµός δύο διανυσµάτων αr  και β
r

;

Απάντηση: Κάθε διάνυσµα της µορφής βλακv
rrr += , όπου R∈λκ , .

4. Nα αποδείξετε  ότι για τη διανυσµατική ακτίνα 
→

OM  του µέσου Μ του  τµήµατος ΑΒ

ισχύει  
→

→ →

2
OBOAOM +=

Απάντηση:  Για τη διανυσµατική ακτίνα 
→

OM  του µέσου Μ του  τµήµατος ΑΒ έχουµε:
→ → →

AMOAOM +=    και   
→ → →

BMOBOM += .

Εποµένως, 
→ → → → → → →

OBOABMOBAMOAOM +=+++=2 . Άρα  
→

→ →

2
OBOAOM +=

5. Nα αποδείξετε ότι κάθε διάνυσµα αr  του επιπέδου γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη
µορφή jyix

rrr +=α .
Απάντηση:  Έστω Oxy  ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο και αr  ένα διάνυσµα του

επιπέδου. Με αρχή το Ο σχεδιάζουµε το διάνυσµα 
→

αOA r= .
Αν 1A  και 2A  είναι οι προβολές του Α στους άξονες xx′
και ′y y  αντιστοίχως, έχουµε:

→ → →

21 OAOAOA +=   (1)

Αν yx,  είναι οι συντεταγµένες του A , τότε ισχύει 
→

ιxOA r=1

και 
→

jyOA
r

=2 . Εποµένως η ισότητα (1) γράφεται
jyix
rrr +=α

 a
→

 a
→

 i
→

 j
→

 Ο  A1

 y

 x
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Αποδείξαµε δηλαδή ότι το αr  είναι γραµµικός συνδυασµός των i
r

 και j
r

.
Στην παραπάνω κατασκευή οι αριθµοί x  και y  είναι µοναδικοί. Θα αποδείξουµε τώρα ότι
και η έκφραση του αr  ως γραµµικού συνδυασµού των i

r
 και j

r
 είναι µοναδική. Πράγµατι,

έστω ότι ισχύει και
jyix
rrr ′+′=α .

Τότε θα έχουµε
 jyixjyix

rrrr
′+′=+
jyyixx
rr

)()( −′=′−
Αν υποθέσουµε ότι xx ′≠ , δηλαδή ότι 0≠′− xx , τότε θα ισχύει

r r
i y y

x x
j= ′ −

− ′
Η σχέση αυτή, όµως, δηλώνει ότι 

r r
i j/ / , που είναι άτοπο, αφού τα i

r
 και j

r
 δεν είναι

συγγραµµικά. Εποµένως xx ′= , που συνεπάγεται ότι και yy ′= .

6. Nα αποδείξετε ότι ),(),(),( 21212211 yyxxyxyx ++=+  και ),(),( 1111 yxyx λλλ =

Απάντηση: Αν ),( 11 yx=αr  και ),( 22 yx=β
r

, τότε έχουµε:

•  
r r r r r r r r

α β+ = + + + = + + +( ) ( ) ( ) ( )x i y j x i y j x x i y y j1 1 2 2 1 2 1 2

•  jyixjyix
rrrrr )()()( 1111 λλλαλ +=+=

7. Nα αποδείξετε ότι αν ),( 11 yxΑ  και ),( 22 yxΒ  είναι δύο σηµεία του καρτεσιανού επιπέδου και ),( yx  είναι

οι συντεταγµένες του µέσου Μ του ΑΒ  τότε 
2

21 xxx +
=  και    

2
21 yyy +

= .

Απάντηση:  Επειδή   
→ → →

)(
2
1 OBOAOM += ,  και

→
),( yxOM = , 

→
),( 11 yxOA= , 

→
),( 22 yxOB= ,

έχουµε

)],(),[(
2
1),( 2211 yxyxyx += 





 ++

=
2

,
2

2121 yyxx

Εποµένως ισχύει 
2

21 xxx +
=     και    

2
21 yyy +

= .

8. Nα αποδείξετε ότι  οι συντεταγµένες ),( yx  του διανύσµατος µε άκρα τα σηµεία ),( 11 yxA
και ),( 22 yxΒ  δίνονται από τις σχέσεις

12 xxx −=     και    12 yyy −= .

Απάντηση:  
Ας θεωρήσουµε δύο σηµεία ),( 11 yxΑ  και ),( 22 yxΒ  του
καρτεσιανού επιπέδου και ας υποθέσουµε ότι ),( yx  είναι οι

συντεταγµένες του διανύσµατος 
→
AB . Επειδή, 

→ → →
OAOBAB −= ,

→
),( yxAB= , 

→
),( 22 yxOB= , και 

→
),( 11 yxOA=  έχουµε:

),(),(),(),( 12121122 yyxxyxyxyx −−=−= .

9. Nα αποδείξετε ότι αν ),( yxα=r ,    τότε     22|| yx +=αr

 Ο

 y

 x

 A(x1,y1)

 B(x2,y2)

 Μ(x,y)

 Ο

 y

 x

 A(x1,y1)

 B(x2,y2)
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Απάντηση: Έστω ),( yx=αr  ένα διάνυσµα του καρτεσιανού επιπέδου και Α το σηµείο µε

διανυσµατική ακτίνα 
→

αOA r
= . Αν 1Α  και 2Α  είναι οι

προβολές του Α στους άξονες xx′  και yy′
αντιστοίχως, επειδή το σηµείο Α έχει τετµηµένη x
και τεταγµένη y , θα ισχύει ||)( 1 x=ΟΑ  και

||)( 2 y=ΟΑ . Έτσι θα έχουµε:
22222

2
2

1
2

1
2

1
22 ||||)()()()()(|| yxyx +=+=+=+== ΟΑΟΑΑΑΟΑΟΑαr

Εποµένως: 22|| yx +=αr

10. Nα αποδείξετε ότι η απόσταση των σηµείων Α( , )x y1 1  και ),( 22 yxΒ  είναι ίση µε
2

12
2

12 )()()( yyxx −+−=ΑΒ

Απάντηση:  Ας θεωρήσουµε τώρα δύο σηµεία Α( , )x y1 1  και ),( 22 yxΒ  του καρτεσιανού
επιπέδου. Επειδή η απόσταση )(ΑΒ  των σηµείων Α και Β είναι ίση µε το µέτρο του

διανύσµατος 
→

),( 1212 yyxxAB −−=  τότε  θα ισχύει 2
12

2
12 )()()( yyxx −+−=ΑΒ

11. Nα αποδείξετε ότι αν τα διανύσµατα 
r

α = ( , )x y1 1

r
β = ( , )x y2 2 έχουν συντελεστές

διεύθυνσης λ1  και λ2  αντιστοίχως  τότε 21// λλβα =⇔
rr

Απάντηση:  Ας θεωρήσουµε δύο διανύσµατα 
r

α = ( , )x y1 1  και 
r
β = ( , )x y2 2  µε συντελεστές

διεύθυνσης λ1  και λ2  αντιστοίχως. Τότε έχουµε τις ισοδυναµίες:

21
2

2

1

1
1221

22

11 0// λλ
x
y

x
yyxyx

yx
yx

βα =⇔=⇔=⇔=⇔
rr .

Εποµένως, 21// λλβα =⇔
rr

12. Τι ονοµάζουµε εσωτερικό γινόµενο δύο µη µηδενικών διανυσµάτων 
r

α  και 
r
β ;

Απάντηση:  Ονοµάζουµε εσωτερικό γινόµενο δύο µη µηδενικών διανυσµάτων 
r

α  και 
r
β  και

το συµβολίζουµε µε βα
rr

⋅⋅⋅⋅  τον πραγµατικό αριθµό
φβαβα συν|||| ⋅⋅=⋅

rrrr ,

όπου φ  η γωνία των διανυσµάτων 
r

α  και 
r
β .

Αν 
r r

α = 0  ή 
r
β = 0 , τότε ορίζουµε   

r r
α β⋅ = 0

13. Να αποδείξετε ότι το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι ίσο µε το άθροισµα
των γινοµένων των οµώνυµων συντεταγµένων τους.

Απάντηση:   

�Εστω 
r

α = ( , )x y1 1  και 
r
β = ( , )x y2 2   . Με αρχή το Ο παίρνουµε τα διανύσµατα αr=

→
OA  και

→
βOB
r

= . Από το νόµο των συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΒ
έχουµε την ισότητα

∧
−+= ΟΒΑΟΒΟΑΟΒΟΑΑΒ συν))((2)()()( 222 ,

 a
→

 Ο  A1

 y

 x

 A(x,y) Α2

 a
→ β

→

 θ

 Ο

 y

 x

 Α(x1,y1)

 Β(x2,y2)
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η οποία ισχύει και στην περίπτωση που τα σηµεία Ο,Α,Β είναι συνευθειακά.
Όµως είναι

( ) ( ) ( )ΑΒ 2
2 1

2
2 1

2= − + −x x y y , ( )ΟΑ 2
1
2

1
2= +x y  και ( )ΟΒ 2

2
2

2
2= +x y .

Εποµένως, έχουµε διαδοχικά:

ΒΟΑΟΒΟΑ
∧

−+++=−+− συν))((2)()( 2
2

2
2

2
1

2
1

2
12

2
12 yxyxyyxx

ΒΟΑΟΒΟΑ
∧

−+++=−++−+ συν))((222 2
2

2
2

2
1

2
121

2
2

2
121

2
2

2
1 yxyxyyyyxxxx

και επειδή βα
rr⋅=

∧
ΒΟΑΟΒΟΑ συν))(( , έχουµε τελικά:

r r
α β⋅ = +x x y y1 2 1 2

14. Να αποδείξετε ότι:
1) R∈⋅=⋅=⋅ λβαλβλαβαλ ),()(

rrrrr

2) γαβαγβα rrrrrrr ⋅+⋅=+⋅ )(
3) 121 −=⇔⊥ λλβα

rr
          όπου     αλλ r=1   και  βλλ r=2 ,     ( yy′//, βα

rr
)

Απάντηση:  Aν 
r

α = ( , )x y1 1 , 
r
β = ( , )x y2 2  και 

r
γ = ( , )x y3 3 , τότε έχουµε:

1) ( ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )λα β λ λ λ λ λ λ α β
r r r r

⋅ = = + = + = ⋅x y x y x x y y x x y y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 και
r r r r

α λβ λ λ λ λ λ λ α β⋅ = = + = + = ⋅( ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x x y y x x y y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 .
Άρα,

( ) ( ) ( )λα β α λβ λ α β
r r r r r r

⋅ = ⋅ = ⋅

2) 
r r r

α β γ⋅ + = + + = + + +( ) ( , )( , ) ( ) ( )x y x x y y x x x y y y1 1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 3

                           = + + + = + + +( ) ( ) ( ) ( )x x x x y y y y x x y y x x y y1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3

                           = ⋅ + ⋅
r r r r

α β α γ .

3)     1100 21
2

2

1

1
21212121 −=⇔−=⇔−=⇔=+⇔=⋅⇔⊥ λλ

x
y

x
y

xxyyyyxxβαβα
rrrr

15. Να αποδείξετε ότι  αν 
r

α = ( , )x y1 1  και 
r

β = ( , )x y2 2  είναι δύο µη µηδενικά διανύσµατα

του επιπέδου που σχηµατίζουν γωνία θ  τότε 
2
2

2
2

2
1

2
1

2121συν
yxyx

yyxx

+⋅+

+
=θ .

Απάντηση: Ισχύει  
r r r r

α β α β συνθ⋅ =| | | |  και εποµένως, 
||||

συν
βα
βαθ rr

rr

⋅
⋅= .

Είναι όµως
r r

α β⋅ = +x x y y1 2 1 2 ,    | |
r

α = +x y1
2

1
2      και     | |

r
β = +x y2

2
2
2 .

Εποµένως,

2
2

2
2

2
1

2
1

2121συν
yxyx

yyxx

+⋅+

+
=θ

16. Να αποδείξετε ότι  νβανα α
rrrr

rπρο⋅=⋅
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Απάντηση: Έστω vα rr,  δύο διανύσµατα του επιπέδου µε 0
rr≠α .

Με αρχή ένα σηµείο Ο παίρνουµε τα διανύσµατα 
→

αOA r
=  και

→
νOM r

= . Από το Μ φέρνουµε κάθετο στη διεύθυνση του 
→
OA  και

έστω 1M  το ίχνος της καθέτου.
Είναι

→
=1OM νβα

r
rπρο .

Έχουµε:
→ → → → →

⋅=⋅=⋅+⋅=+⋅=⋅ αOMαMMαOMαMMOMαvα rrrrrrr
11111 )( νβα

r
rπρο

17.    Nα αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σηµείο ),( 00 yxA  και
έχει συντελεστή διεύθυνσης λ είναι )( 00 xxλyy −=− .
Απάντηση:  Έστω ε  η ευθεια που διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ.
Ένα σηµείο ),( yxM  διαφορετικό του ),( 00 yxA

ανήκει στην  ε, αν και µόνο αν το διάνυσµα 
→

AM  είναι

παράλληλο στην ε, δηλαδή αν και µόνο αν το 
→

AM  και
η ε έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης. Επειδή

),( 00 yyxxAM −−=
→

, έχουµε 
0

0

xx
yy

λ
AM −

−
=→ .

Εποµένως, το σηµείο ),( yxM  ανήκει στην  ε  αν και

µόνο αν λ
xx
yy

=
−
−

0

0  ή )( 00 xxλyy −=− . Η τελευταία εξίσωση επαληθεύεται και από το

σηµείο ),( 00 yxA . Άρα η εξίσωση της ευθείας  ε  είναι:
        )( 00 xxλyy −=−

18.  Nα αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία ),( 11 yxA  και ),( 22 yxB  έχει

εξίσωση   )( 1
12

12
1 xx

xx
yyyy −

−
−=− .

Απάντηση:  Έστω ε η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία
),( 11 yxA  και ),( 22 yxB .

Αν 21 xx ≠ , τότε ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας

είναι 
12

12

xx
yy

λ
−
−

=  και εποµένως η εξίσωση

)( 00 xxλyy −=−  γίνεται )( 1
12

12
1 xx

xx
yyyy −

−
−=−

1.  Να αποδείξετε ότι κάθε ευθεία του επιπέδου έχει εξίσωση της µορφής
                        Ax By+ + =Γ 0    µε    A ≠ 0     ή    B ≠ 0                     (1)
και αντιστρόφως, κάθε εξίσωση της µορφής (1) παριστάνει ευθεία γραµµή.

Απάντηση:
! Ευθύ:

Έστω  ε  µια ευθεία στο καρτεσιανό επίπεδο.
� Αν η ευθεία ε τέµνει τον άξονα yy ′  στο σηµείο Σ ( , )0 β  και έχει συντελεστή διεύθυνσης
λ, τότε θα έχει εξίσωση y x= +λ β , η οποία γράφεται           λ βx y+ − + =( )1 0

 a
→ θ

 Ο
 M1

 M

 A v
→

 Ο  x

 y  ε

 M(x,y)

 Α(x0,y0)

 φ

 Ο  x

 y  ε

 Α(x1,y1)

 B(x2,y2)
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�Αν η ευθεία ε είναι κατακόρυφη και διέρχεται από το σηµείο
P x y( , )0 0 , τότε θα έχει εξίσωση x x= 0 , η οποία γράφεται
ισοδύναµα

x y x+ ⋅ + − =0 00( ) .
Βλέπουµε, δηλαδή, ότι και στις δύο περιπτώσεις  η εξίσωση της
ευθείας ε παίρνει τη µορφή Ax By+ + =Γ 0 µε A ≠ 0  ή B ≠ 0.

! Αντίστροφού:
Αντιστρόφως, έστω η εξίσωση
Ax By+ + =Γ 0    µε    A ≠ 0     ή    B ≠ 0.

� Αν B ≠ 0, τότε η εξίσωση γράφεται y A
B

x
B

= − − Γ , που είναι εξίσωση ευθείας µε

συντελεστή διεύθυνσης λ = − A
B

 και η οποία τέµνει τον άξονα yy ′  στο σηµείο 0,−





Γ
B

.

� Αν B = 0, τότε, λόγω της υπόθεσης, είναι A ≠ 0  και η εξίσωση γράφεται x
A

= − Γ , που

είναι εξίσωση ευθείας κάθετης στον άξονα ′x x  στο σηµείο του P
A

−





Γ ,0 .

Σε όλες λοιπόν τις περιπτώσεις η εξίσωση Ax By+ + =Γ 0 µε A ≠ 0  ή B ≠ 0 παριστάνει
ευθεία.

1.  Να αποδείξετε ότι:
1) Η ευθεία µε εξίσωση 0=Γ++ ByAx  είναι παράλληλη στο διάνυσµα ),( AB −=δ

r
.

2) Η ευθεία µε εξίσωση 0=Γ++ ByAx  είναι παράλληλη στο διάνυσµα ),( AB −=δ
r

.
Απάντηση:
1) Έστω Oxy  ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο και  ε  µια ευθεία του επιπέδου µε
εξίσωση 0=++ ΓByAx . Ξέρουµε ότι:

� Αν 0≠B , τότε η ε έχει συντελεστή διεύθυνσης 
B
Aλ −=  και εποµένως είναι παράλληλη

προς το διάνυσµα ),( ABδ −=
r

.
� Αν 0=B , τότε η  ε  είναι παράλληλη προς τον άξονα yy ′  και εποµένως παράλληλη και
πάλι προς το διάνυσµα ),( ABδ −=

r
.

2) Το διάνυσµα ),( ABδ −=
r

 είναι κάθετο στο διάνυσµα ),( BAn =r , αφού
0),(),( =−=⋅−=⋅ ABABBAABnδ rr

.

Εποµένως αφού το nr  είναι κάθετο στην ευθεία 0=Γ++ ByAx  το δ
r

 θα είναι παράλληλο
στην ευθεία.

2. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος µε κέντρο το σηµείο O( , )0 0  και ακτίνα  ρ  έχει εξίσωση
x y2 2 2+ = ρ .
Απάντηση:  Έστω Oxy  ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο και C  ο κύκλος µε κέντρο
το σηµείο O( , )0 0  και ακτίνα ρ. Γνωρίζουµε από τη Γεωµετρία ότι
ένα σηµείο M x y( , )  ανήκει στον κύκλο  C,  αν και µόνο αν απέχει
από το κέντρο του  Ο  απόσταση ίση µε  ρ, δηλαδή, αν και µόνο αν
ισχύει:

( )OM = ρ         (1)

Όµως, ( )OM x y= +2 2 . Εποµένως, η (1) γράφεται

x y2 2+ = ρ      ή, ισοδύναµα,

 Ο
 x

 y  ε

 P(x0,y0)

 C

 M(x,y)

 (0,0) Ο

 ρ

 x

 y

Ν.Σ.  Μαυρογιάννης 
www.nsmavrogiannis.gr



7

x y2 2 2+ = ρ .         (2)
Παρατηρούµε, δηλαδή, ότι οι συντεταγµένες των σηµείων του κύκλου και µόνο αυτές
επαληθεύουν την εξίσωση (2). Άρα, ο κύκλος µε κέντρο το σηµείο O( , )0 0  και ακτίνα  ρ  έχει
εξίσωση x y2 2 2+ = ρ .

3. Να αποδείξετε ότι το σηµείο M x y( , )  ανήκει στον κύκλο C x y: 2 2 2+ = ρ  αν και µόνο
αν

)2,0[    ,ηµ      και   συν πφφρyφρx ∈==

Απάντηση:  Έστω ο κύκλος C x y: 2 2 2+ = ρ  και ένα σηµείο M x y( , )  του καρτεσιανού
επιπέδου.
Αν το M x y( , )  ανήκει στον κύκλο C και )2,0[ πφ∈  είναι η γωνία

που σχηµατίζει το διάνυσµα 
→

OM  µε τον άξονα ′x x , τότε, όπως
γνωρίζουµε από την Τριγωνοµετρία, θα ισχύουν οι σχέσεις:

φρx συν=      και     φρy ηµ= .       (1)
Αντιστρόφως, αν για τις συντεταγµένες x y,  του Μ ισχύουν οι
σχέσεις (1), τότε το σηµείο Μ θα ανήκει στον κύκλο C, αφού

2222222222 )ηµσυν(ηµσυν ρφφρφρφρyx =+=+=+ .
Εποµένως, οι συντεταγµένες των σηµείων M x y( , )  του κύκλου C
και µόνον αυτές ικανοποιούν τις εξισώσεις

)2,0[    ,ηµ      και   συν πφφρyφρx ∈==

4. Να αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη του κύκλου 222: ρyxC =+  στο σηµείο του A x y( , )1 1

έχει εξίσωση xx yy1 1
2+ = ρ .

Απάντηση:  Έστω ε η εφαπτοµένη του κύκλου
222: ρyxC =+  σε ένα σηµείο του A x y( , )1 1 .

Γνωρίζουµε από τη Γεωµετρία ότι ένα σηµείο
M x y( , )  ανήκει στην ε, αν και µόνο αν ΑΜΟΑ⊥ ,
δηλαδή, αν και µόνο αν ισχύει

       
→ →

0=⋅AMOA .               (1)

Όµως 
→

),( 11 yxOA=  και 
→

),( 11 yyxxAM −−= . Έτσι η
(1) γράφεται διαδοχικά

 x x x y y y1 1 1 1 0( ) ( )− + − =

xx yy x y1 1 1
2

1
2+ = +

         xx yy1 1
2+ = ρ , αφού   x y1

2
1
2 2+ = ρ .

Εποµένως, η εφαπτοµένη του κύκλου 222 ρyx =+  στο σηµείο του ),( 11 yxA  έχει εξίσωση
xx yy1 1

2+ = ρ

5. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος µε κέντρο K x y( , )0 0  και ακτίνα  ρ  έχει εξίσωση 
( ) ( )x x y y− + − =0

2
0

2 2ρ
Απάντηση:  Έστω Oxy  ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο και C ο κύκλος µε κέντρο
K x y( , )0 0  και ακτίνα  ρ. Ένα σηµείο M x y( , )  ανήκει στον κύκλο C, αν και µόνο αν απέχει
από το κέντρο του Κ απόσταση ίση µε  ρ, δηλαδή, αν και µόνο αν ισχύει

 M(x,y)

 Ο  x

 φ

 y

 Α(x1,y1)

 M(x,y)

 ε

 Ο  x

 y
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ρKM =)(                   (1)

Όµως, ( ) ( ) ( )KM x x y y= − + −0
2

0
2 .

Εποµένως, η σχέση (1) γράφεται:
( ) ( )x x y y− + − =0

2
0

2 ρ     ή, ισοδύναµα,

( ) ( )x x y y− + − =0
2

0
2 2ρ .

Άρα, ο κύκλος µε κέντρο K x y( , )0 0  και ακτίνα  ρ  έχει
εξίσωση:

( ) ( )x x y y− + − =0
2

0
2 2ρ       (2)

2. Να αποδείξετε ότι κάθε κύκλος έχει εξίσωση της µορφής
                x y Ax By2 2 0+ + + + =Γ ,   µε   A B2 2 4 0+ − >Γ                (Ι)
και αντιστρόφως κάθε εξίσωση της µορφής (Ι) παριστάνει κύκλο.

Απάντηση: Έστω κύκλος µε κέντρο K x y( , )0 0  και ακτίνα  ρ . Γνωρίζουµε ότι θα  έχει
εξίσωση:

( ) ( )x x y y− + − =0
2

0
2 2ρ       (1)

Αν τώρα εκτελέσουµε τις πράξεις, η εξίσωση (1) γράφεται
0)(22 22

0
2
000

22 =−++−−+ ρyxyyxxyx ,
δηλαδή παίρνει τη µορφή

  x y Ax By2 2 0+ + + + =Γ ,       (Ι)
όπου A x= −2 0 , B y= −2 0  και Γ = + −x y0

2
0
2 2ρ .

Αντιστρόφως, κάθε εξίσωση της µορφής (Ι) γράφεται διαδοχικά:
 ( ) ( )x Ax y By2 2+ + + = −Γ

x A x A y B y B A B2
2

2
2 2 2

2
2 4

2
2 4 4 4

+ +






 + + +







 = − + +Γ

   x A y B A B+





+ +





= + −
2 2

4
4

2 2 2 2 Γ .

Εποµένως αν A B2 2 4 0+ − >Γ , η εξίσωση (Ι) παριστάνει κύκλο µε κέντρο K A B− −



2 2

,

και ακτίνα ρ = + −A B2 2 4
2

Γ .

1.  Τι ονοµάζεται παραβολή µε εστία το σηµείο Ε και διευθετούσα την ευθεία δ που δεν
διέρχεται από το Ε;
Απάντηση:  Είναι ο  γεωµετρικός τόπος C των σηµείων του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν
από την Ε και τη δ.

2.  Να αποδείξετε ότι ο άξονας ′x x  είναι άξονας συµµετρίας της παραβολής pxy 22 =

Απάντηση:  Αν το σηµείο M x y1 1 1( , )  είναι σηµείο της παραβολής, δηλαδή, αν y px1
2

12= ,
τότε και το σηµείο ),( 112 yxM −  θα είναι σηµείο της ίδιας παραβολής, αφού 1

2
1 2)( pxy =− .

Αυτό σηµαίνει ότι ο άξονας ′x x  είναι άξονας συµµετρίας της παραβολής..

3.  Τι ονοµάζεται έλλειψη µε εστίες τα σηµεία ′E  και Ε;
Απάντηση:  Ο γεωµετρικός τόπος C των σηµείων του επιπέδου των οποίων το άθροισµα των
αποστάσεων από τα ′E  και Ε είναι σταθερό και µεγαλύτερο του  ′E E .

 Κ(x0,y0)

 M(x,y)

 Ο

 ρ

 x

 y
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4.  Τι ονοµάζεται υπερβολή µε εστίες τα σηµεία ′E  και Ε;
Απάντηση:  Ο γεωµετρικός τόπος C των σηµείων του επιπέδου των οποίων η απόλυτη τιµή
της διαφοράς των αποστάσεων από τα ′E  και Ε είναι σταθερή και µικρότερη του ( )′E E .

5.  Να αποδείξετε ότι η ευθεία xλy=  έχει µε την υπερβολή 12

2

2

2

=−
β
y

α
x  δύο κοινά σηµεία,

αν και µόνο αν  
α
βλ <|| .

Απάντηση:  Έστω µια υπερβολή C µε εξίσωση 12

2

2

2

=−
β
y

α
x  και µια ευθεία  ε  µε εξίσωση

xλy = , δηλαδή µια ευθεία που περνάει από την αρχή των αξόνων.
Η ευθεία  ε έχει µε την υπερβολή C κοινά σηµεία, αν και µόνο αν το σύστηµα

12

2

2

2

=−
β
y

α
x        και       xλy =       (1)

έχει λύση. Η πρώτη εξίσωση του συστήµατος (1), λόγω της δεύτερης, γράφεται διαδοχικά

12

22

2

2

=−
β
xλ

α
x

2222222 βαxαλxβ =−
222222 )( βαxαλβ =− .       (2)

Έτσι το σύστηµα (1) έχει λύση, αν και µόνο αν η (2) έχει λύση, δηλαδή αν και µόνο αν
0222 >− αλβ  ή, ισοδύναµα, αν και µόνο αν

     
α
βλ <|| .       (3)

Εποµένως, η ευθεία xλy=  έχει µε την υπερβολή κοινά σηµεία, και µάλιστα δύο, µόνο όταν

α
βλ <|| .

6.  Πότε λέµε ότι ο ακέραιος  0≠β  διαιρεί τον ακέραιο α ;

Απάντηση:  Οταν η διαίρεση του α  µε τον β  είναι τέλεια, δηλαδή όταν υπάρχει ακέραιος κ,
τέτοιος, ώστε κβα = .

7. Έστω α , β , γ  ακέραιοι. Να αποδείξετε ότι:
(i)   Αν    βα |    και    αβ | ,        τότε βα=  ή βα −= .
(ii)  Αν    βα |    και    γβ | ,        τότε γα | .
(iii) Αν    βα | ,  τότε  λβα |        για κάθε ακέραιο λ .
(iv) Αν    βα |    και    γα | ,         τότε )(| γβα + .
(v)  Αν    βα |    και    0≠β ,       τότε |||| βα ≤ .

Απάντηση:
(i)  Επειδή βα |  και αβ | , υπάρχουν ακέραιοι λκ, , τέτοιοι, ώστε καβ =  και λβα = , οπότε

κλαα =  και εποµένως, 1=κλ , που σηµαίνει ότι 1==λκ  ή 1−== λκ , δηλαδή ότι βα =  ή
βα −= .

(ii)  Επειδή βα |  και γβ | , υπάρχουν ακέραιοι λκ, , τέτοιοι, ώστε καβ =  και λβγ= , οπότε
αλκγ ⋅=  και άρα γα| .

(iii)  Επειδή βα|  υπάρχει ακέραιος κ , τέτοιος, ώστε καβ = , οπότε αλκλβ ⋅=  και άρα λβα | .
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(iv)  Επειδή βα |  και γα | , υπάρχουν ακέραιοι λκ, , τέτοιοι, ώστε καβ =  και λαγ= , οπότε
αλκγβ )( +=+  και άρα )(| γβα + .

(v)  Επειδή βα |  και 0≠β , υπάρχει ακέραιος 0≠κ  µε καβ = . Εποµένως, |||||||| αακβ ≥⋅= , αφού
1|| ≥κ .

8. Έστω α  και β  δύο ακέραιοι, από τους οποίους ένας τουλάχιστον είναι διάφορος του
µηδενός.
Α) Τι ονοµάζουµε µέγιστο κοινό διαιρέτη των α  και β ;
Β) Πότε οι α  , β  λέγονται πρώτοι µεταξύ τους;

 Απάντηση: Α) Το µεγαλύτερο  από τους θετικούς κοινούς διαιρέτες τους.
Β) Όταν ο µέγιστος κοινός διαιρέτης τους είναι 1.

9.  Έστω δύο ακέραιοι α  και β , διαφορετικοί από το µηδέν. Τι ονοµάζουµε ελάχιστο
κοινό πολλαπλάσιο των α  και β ;

Απάντηση:  Το µικρότερο από τα θετικά κοινά πολλαπλάσια των α  και β .
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