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�� �	 
��
�� � λ ∈ R ���� �	 ������� �� ���������

�� 2 + 3i = 2 + (λ+ 1) i

�� λ+ 1 + 5i = 2 +
(
λ2 − 3λ+ 7

)
i

�� λ (1 + i) = 2 + 2i

�� �	 ������ �� �� !����

�� (2 + 3i) + (6 + 11i)

�� (4 + 5i) + (6− 2i)

�� (3− 9i)− (6− 8i)

"� (23− i) (1 + i)

#� (12− i) (3 + 4i)

$� (1 + i) (2 + i)

%� (4 + 6i) (7− 3i)

&� (1− i) (2− i) (3− i)

�� �	 ��	'��� ��� (��') α+ βi, α, β ∈ R �� 	��
(���

�� 1+i
2−i

�� 1−2i
2+3i

�� 1+
√
3i

1−√
3i

"� (1−i)2

(1+i)3

#� 1
i +

1
1+i

$� 1
2+3i +

(
2

4+i

)2

�� �*��+ z1 = 2− 3i, z2 = 1 + i� �	 ���-������� �	�

�� z21 + z22

�� z1 (z2 − z̄1)

�� 1
z1

+ 1
z2

"�
(

1
z1+i − z̄2

)
#� z1

z2+
z1
z2

$� z1+z̄2
z̄1z2

+ z̄1+z2
z1z̄2

�
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�� �	 ��	-�
������ ��� ������	� 3+i
(1+i)(1−2i) =

4
5 + 3

5 i

�� �� z1 = 2 + 3i .	� z2 = 1− i �	 ���-����
�� � z̄1((z1+z2))
z2

�� ���!�� ��� (x− 1− i) (x− 1 + i) (x+ 1 + i) (x+ 1− i) = x4 + 4

	� ���!�� ����(
t− 1− i

√
2
)(

t− 1 + i
√
2
)(

t− 2 + i
√
3
)(

t− 2− i
√
3
)
= t4−6t3+18t2−26t+21


� /�	 ���0� ��(0� �+� ��	�(	��.�� 	��
(�� x, y ���	� �� (��	1�.��

z1 = 9y2 − 4− 10xi5, z2 = 8y2 + 20i11

���	� ��2�����3

��� 4� ��	�(	��.� .	� �� '	��	���.� (0��� ��� z ���	� 	��������+� x .	� y�
5��� ���	� �� ��	�(	��.� .	� �� '	��	���.� (0��� ��� z̄ − 73

��� �� z6 = −117 + 44i .	� z7 = −278 − 29i ����� ���	� � z3

��� �	 �� 6��� ��� (��') α+ βi �� (��	1�.��

(1 + i)80 − (1 + i)82

i96

��� �� z = 3− 4i �	 ���-������� ��� �	� ��	�� z2 + z̄ + (z − z̄)2

��� �� z = 2 + 5i �	 ���-����
�� � �	� ��	�� Re (z + 1) + Im (iz)�

��� /�	 ���	 ��() ��� λ ∈ R ������ (2 + i)3 = λ+ (5λ+ 1) i3

��� �
� ��� ��������� ��� �
��� ������ �������� ������ 

!��"�� 7��-����	�� ��� �	� ��	���
(
2 + i

√
2
)3

+
(
2− i

√
2
)3
�

��� �	 
����� ���� (��	1�.��� 	��
(��� z1, z2 	� ���	� ��+��� ��� z1+3z2 = 8
.	� 4z1 − 3iz2 = 17 + 9i�

�	� �	 �	�	��������)���� ��� C ��� �	�	�� �����

�� x2 + y2 �� 4x2 + y2

�
� 5��� ������ z1 + z2i = z1 − z2i3

��� �	 
��
��� �� (��	1�.�� 	��
(�� z, w 	� ���	� ��+��� ��� z +w = 7 + 2i
.	� z = w + 2i− 3

��� �	 
����� ���� ��	�(	��.��� 	��
(�� x, y 	� ���	� ��+��� ����

x− i

3 + i
+
y − i

3− i
= i

��� �	 
��
��� �� ��	�(	��.�� κ, λ 0��� ���� �� (��	1�.�� 	��
(�� 2κ+3λ+3i
.	� 1 + (κ− 11λ) i �	 ���	� �����

��� �	 
����� ��� z 	� ���	� ��+��� ��� z + 3z̄ = 5 + 7i�

��� �	 -����� ��� �!��������
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�� x2 − 4x+ 13 = 0

�� 2x2 − 2x+ 5 = 0

�� 3t2 − 2t+ 2 = 0

"� x2 − 2 (συνθ)x+ 1 = 0

��� �� z = a+ bi .	� z2 + z = −3 + 15i �	 
��
��� �	 a, b�

��� �� α, β, γ, δ, ε, ζ ���	� ��	�(	��.�� 	��
(�� 1��!�� ��� ��

z = α (β + γi)2 + δ (ε+ ζi) + η, w = α (β − γi)2 + δ (ε− ζi) + η

���	� ��2������

��� �*��+ z = −1
2 + i

√
3
2 .	� κ, λ ��	�(	��.��� �	 	��1��!��� ��� � 	��
(��(

κz + λz2
) (
κz2 + λz

)
���	� (� 	�����.�� ��	�(	��.���

�	� /�	 ��� (��	1�.� 	��
(� z ���	� ��+��� ��� z2 = z − 5� �	 ��	-�
������
��� ���������

�� z3 = −4z − 5 �� z4 = −9z + 20 �� z5 = 11z + 45

�
� �	 	�-����)���� ��� �	� ��	���

Re(Re(z)) + Im(Re(z)) + Re(Im(z)) + Im(Im(z))

��� �� z = 1
2 + 1

2 i
√
3 �	 ���-������� �	 z2, z3, z6

��� �	 
��
�� � x ��	� 1
x = 1

x+3i +
1

x−3i

��� � Girolamo Cardano, 0�	� 	�� ���� ��+���� ��� ��� ��-��
�	� ��� 0���
Girolamo Cardano
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�� �	 �!��)���� ��	�� � Cardano ���( 2�� �� ���
-�(	 	1��	���

�� 5��	 ��(), 	��� ��� �: ) ��� ":, 
	 (������� �	 . ��� �� ���
-�(	
;1��	��<3

��� �*��+ ��� �� α, β ���	� ��	�(	��.�� 	��
(�� .	� α+βi = z−2
z+2 � �	 	��1��!=

��� ��� α = zz̄−4
zz̄+2z+2z̄+4 .	� β = 2i(z̄−z)

zz̄+2z+2z̄+4 �

��� �	 	��1��!��� ���
(
1+z
z

)
−
(
z + 1

z

)
= 1− z̄

��� �	 -����� ��� �!��+�� 1
x+2 +

1
x+4 = 1

x+3 �

��� ������  �	�� �	 ������ zz̄ = 23 z
z̄ = 23
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��� ���!�� ��� 	� a, b, x, y ∈ R (� a, b �= 0 .	� ������

(a+ bi) (x+ yi) =
(
a2 + b2

)
i

���� x = b .	� y = a�

�	� �*��+ z = x + yi, x, y ∈ R .	� w =
(
x2 − y2 + x

)
+ (2xy + y) i� �	

�.'� ���� ��� w ���	��)��� ��� z�

�
� �	 
����� ��� ��() ��� �	� ��	��� A = 1−iν

1−i ��	 ��� 1� '���� ��(0� ���
'���.�� 	��
(�� ν�

��� �	 �� 6��� ��� (��') α+ βi ��� 	��
(� z = p+qi
p−qi +

p−qi
p+qi ���� p, q ∈ R�

��� �*��+ z = x + yi� �	 
��
�� � z 	� ���	� ��+��� ��� � 	��
(�� w =
(z − 2) (z̄ + i) ���	� ��	�(	��.���

��� �*��+ ω 0�	� (� ��	�(	��.�� (��	1�.�� 	��
(��� �	 	��1��!��� ��� . 
�
(��	1�.�� 	��
(�� z (����� �	 ��	'�� .	� (��	1�.� ����� ��� (��')�

z = α+ βω, α, β ∈ R

��� �	 
����� ���� ��	�(	��.��� 	��
(��� κ, λ ���� �	 ������

1

κ+ i
+

1

λ+ 2i
=

19

26
− 17

26
i

��� ������	� �� (��	1�.�� 	��
(�� z1 = 2 − 3i, z2 = 4 + i .	� z = 2 − i� �	

����� ��	�(	��.��� 	��
(��� κ, λ 0��� ���� z = κz1 + λz2�

��� �	 	��1��!��� ��� 	� α, β, γ ∈ R ����

Re ((α+ β + γi) (β + γ + αi) (γ + α+ βi)) = 2αβγ

��� �	 	��1��!��� ��� 	� z3 = 1 .	� z /∈ R ����(
1− z + z2

)5
+
(
1 + z − z2

)5
= 32

��� � (��	1�.�� 	��
(�� z = x+yi ��--	�-	��	2�(���� ��� ��� 	��
(� 2+3i
0��� ����(��� '	��	���.� 	��
(�� 5��	 ��0�� ���10�� �	 x, y3

�	� �*��+ � ��� ����� f (z) = αz+β
z−1 , z �= 1�

�� ���	� f (i) = −1
2 −

5
2 i .	� f (1 + i) = 2− 5i 
����� �� f (2 + i)�

�
� �	 -����� ��� �!��+�� (1− i)18 x = (1 + i)31�

��� �*��+ z = 2+i
1−i � >����� �� ��	�(	��.� .	� �� '	��	���.� (0��� ��� z+ 1

z �
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�������� �� ��������� ������� �

��� �	 
����� ��� w 	�
(
3w2 + w + 1

)2
+
(
w2 + 2w + 2

)2
= 0�

��� �*��+ u 0�	� (� (�1���.�� (��	1�.�� 	��
(��� 5+� ��0��� �	 ���-0!��(�
�� (��	1�.� 	��
(� z ���� � 	��
(�� (z − u) (z − u) �	 ���	� ��	�(	��.��3

��� /�	 �� (��	1�.� 	��
(� z ���	� ��+��� ��� Re (z) = 2 .	� Im (z) = −1�
�	 
����� �	 Re

(
z2
)
.	� Im

(
z2
)
�

��� �*��+ � �!��+�� x2−2mx+m = 0 (� ��2�� x1 �= x2� �	 
����� ��� x1, x2
	� ���	� ��+��� ��� x31 + x32 = x21 + x22�

��� >����� ��� z 	� ���	� ��+��� ��� z2 = −5 + 12i�

��� �	 	��1��!��� ��� 	� � 
���.�� 	.0�	��� ν 1�� ���	� ��--	�- ��� ��� "
����

(
1 + i2ν

)
(1 + iν) = 0�

��� �
� ��� ��������� ��� �
	�� �	 
����� ��  
����(	 �+� �=��+��

Σ = i+ (2 + 3i) + (4 + 5i) + ...+ [(2ν − 2) + (2ν − 1) i]

�	� �	 	��1��!��� ��� � (��	1�.�� 	��
(��
(
z − 1

z̄

) (
z̄ − 1

z

)
���	� ��	�(	��.���

�
� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' (� �*��+ ω (� ω3 = 1, ����
ω ∈ C .	� ω �= 1� �	 ���-������� ��� ��() ��� �	� ��	���

y = (1− ω)
(
1− ω2

) (
1− ω4

) (
1− ω5

)
��� �	 	��1��!��� ���

1 + ημθ + iσυνθ

1 + ημθ − iσυνθ
= ημθ + iσυνθ

��� 4�  
����(	 .	� �� ����(��� 1�� (��	1�.�� 	��
(�� ���	� 	��
(�� ��	�=
(	��.��� *��	�  �	�� �� 1�� (��	1�.�� ��2�����3

��� �	 -����� ��� �!��+�� αzz̄ + β (z − z̄) = γ + δi ���� α, β, γ, δ (�
(�1���.�� ��	�(	��.���

��� �*��+ ��� z + 1
z = 1� 5��0� ��(0� (����� �	 � ��� � �	� ��	�� Aν =

zν + 1
zν 3

��� � Bombelli �� . ���� ���
-�(	 ���� �
�.� �	 
��� (��	1�.��� 	��
(���
α+ βi ����

(α+ βi)3 = 2 + 11i

�� �	 ��	-�
������ ��� � (��	1�.�� 2 + i ���	� -��� ��� ���
-)(	����

�� �	 
����� ����  --��� (��	1�.��� 	��
(��� ��� ���	� ������ -����� ���
���
-)(	����

Rafael Bombelli
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��� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 ���� 
���.��� 	.0�	���� κ, λ, μ, ν ������ iκ +
iλ + iμ + iν = 0 ���� 
	 ������ iκ+4λ + iλ+4μ + iμ+4ν + iν+4κ = 0�

��� �*��+ w1 = p3 − 3p2i, w2 = pq2 − i, w3 = p2 + pqi ���� �� p, q ���	�
1� '���� (� (�1���.�� ��	�(	��.��� �	 	��1��!��� ��� 	� � 	��
(�� w1+iw2

w3

���	� '	��	���.�� ���� ������ p+ q = −1�

��� �*��+ F (z) = (1 + z)4 + 1
1+z2

� �� F (1 + i) = −34
5 + 118

5 i ���� ���	� ��
F (1− i)3

�	� �� z + 1
z = 1

2 �	 
����� �� z2 + 1
z2

�
� /�	 ���0� ��(0� �+� ��	�(	��.�� 	��
(�� x, y � 	��
(�� (x+ yi)3 ���	�
��	�(	��.�� .	� (��	-������ ��� &3

��� �	 	��1��!��� ���(
xi− y

x+ yi

)4n

−
(
x+ yi

xi− y

)4n+1

= 1 + i

��� �*��+ ��� (X + Y i)3 = x+ yi� �	 	��1��!��� ���

x

X
+
y

Y
= 4

(
X2 − Y 2

)
��� �*��+ α, β, γ ����� 	�	 1�� 1� '���� (��	1�.�� 	��
(��� �	 	��1��!��� ���
	� �� α, β, γ �.	�������� . ���	 	�� ��� �	�	. �+ ���
).�� �.	��������� .	�
��� ���-������

�� 1
β−γ + 1

γ−α + 1
α−β = 0

�� (β − γ) (γ − α) + (γ − α) (α− β) + (α− β) (β − γ) = 0

�� (β − γ)2 = (γ − α) (α− β)

"� (γ − α)2 = (α− β) (β − γ)

#� (α− β)2 = (β − γ) (γ − α)

$� (β − γ)2 + (γ − α)2 + (α− β)2 = 0

%� α2 + β2 + γ2 = αβ + βγ + γα

��� �*��+ ��� ζ5 = 1� �	 	��1���
�� ����

ζ

1 + ζ2
+

ζ2

1 + ζ4
+

ζ3

1 + ζ
+

ζ4

1 + ζ3
= 2
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����� /� �����

��� �	 	��1��!��� ��� ��	 ����	1)���� ��� 1	 
���.�� 	.��	�+� κ, λ, μ ���	�
iκ + iλ + iμ �= 0�

��� � 	��
(�� (1 + i)2n + (1− i)2n ���	� ��	�(	��.�� 8n ∈ N9� 5��� ���	�
	�����.��3

��� �	 	��1��!��� ��� 	� w3 = 1, w �= 1 .	� � n ���	� 
���.��  ����� ����(
1− w +w2

) (
1−w2 + w4

) (
1− w4 + w8

)
· ... ·

(
1− w2n−1

+ w2n
)
= 2n

��� �*��+ z1, z2, z3 ����� 	� 1�� 1� '���� (��	1�.�� 	��
(�� ���� z1−z2
z2−z3

/∈ R�
�	 	��1��!��� ��� . 
� (��	1�.�� 	��
(�� z (����� �	 ��	'�� .	� (��	1�.�
����� +� z = αz1 + βz2 + γz3 ���� α, β, γ ��	�(	��.�� (�  
����(	 ��

��� ����� ��������� �������

����� �� �����

�	� �	 
����� �� (0��� ��� (��	1�.�� 	��
(�� z ��	��

�� z = 1 + i �� z = 4 + 3i �� z = 4
5 +

3
5 i

�
� �� |z| = 2 ���� ���	� �� (0��� ��� z̄3 4�� z23 4�� 1
z3
3

	�� �� � (��	1�.�� 	��
(�� x+yi 0��� (0��� � ���� ���	� �� (0��� ��� 2y+2xi3

	�� �
� ��� ��������� ��� ����� �� ��	 �� (��	1�.� 	��
(� z ������
|z| = 1 �	 1��!��� ��� z̄ = 1

z �

	�� �	 	��1��!��� ��� 1
z1

+ 1
z2

= z̄1
|z1|2 + z̄2

|z2|2 �

	�� /�	 ���	 ��() ��� λ ���	� |z| = 3 ��	��

�� z = 1 + λi �� z = λ+ 3 (λ+ 1) i

	�� �	 
����� �	 (0��	 �+� (��	1�.���

z1 = συνϕ+ iημϕ, z2 = −ημϕ+ iσυνϕ, z3 =
2t

1+t2
+ i1−t2

1+t2

	�� �	 
����� �	 (0��	 �+� (��	1�.�� 	��
(��

z1 = (1 + i) (2 + i) (3 + i) , z2 =
1 + i

(2 + i) (3 + i)

	�� �� |z1| =
√
2 .	� |z2| = 3 ���� ���	� �� (0��� ���

z31z2
z̄41

3

	�� �*��+ z = 2− 4i� �	 ���-������� �	
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0 ���� � ��� �������!� �������

�� |z + 2 + i|

�� |2z − i|

�� |z|2 − z2

"� 1
|z+i|

		� /�	 ������ (��	1�.��� 	��
(��� ������ |z|2 = z23

	
� �	 	��1��!��� ��� 	� |z1| > 1, |z2| < 2 ���� |2z1 + z̄2| > |2 + z1z2|�


�� /�	 ��� z 0��	� ��+��� ��� 0��� (0��� � .	� 1�� ���	� ��	�(	��.��� �	
	��1��!��� ��� (����� �	 ��	'�� ��� (��') z = α+i

α−i , α ∈ R�


�� �	 	��1��!��� ��� |z1 + z2|
∣∣∣ z1
|z1| +

z2
|z2|

∣∣∣ ≤ 2 (|z1|+ |z2|)�


�� �	 -����� �� �!��+�� 4z2 + 8 |z|2 = 3�


�� �	 
����� ��� z 	� ���	� ��+��� ���
∣∣∣z−12
z−8i

∣∣∣ = 5
3 .	�

∣∣∣z−4
z−8

∣∣∣ = 1�


�� �	 
����� �-��� ���� (��	1�.��� 	��
(��� z ��	 ���� ������� ������ z3 =
|z|�


�� �	 	��1��!��� ��� 	� ������ |z + αi| = |z + βi| .	� �� α, β ���	� 1� '����
��	�(	��.�� 	��
(�� ���� ������ z − z̄ = − (α+ β) i�


�� �	 	��1��!��� ��� |1− z̄1z2| ≥ 1− |z1| |z2|


�� �� |z| = 1 �	 
����� �� (0��� ��� z2(z−i)
1+zi �


	� �	 ���-������� ��� �	� ��	��
∣∣∣(1 + i)34

∣∣∣−√
2 |1− i|33�



� �	 
����� �� (0��� ��� z =
(
κ2 − λ2

)
+ 2κλi, κ, λ ∈ R�

���� �	 -����� ��� �!��+�� z + |z| = 17 + 7i�

���� �� |z| = 2, |w| = 3 �	 ���-������� ��� �	� ��	��

A = z (z̄ + w)− w (z − w̄)

���� �� ���	� w − 16
w̄ = 0 ���� ���	� �� (0��� ��� w3

���� ���!�� ��� |Re (z)| ≤ |z| .	� |Im (z)| ≤ |z|

���� >����� ��� z 	� ���	� ��+��� ��� |z| = 1 .	� |z + 1| = 1�

���� /�	 ��� (��	1�.� 	��
(� z = x+ yi ������ 3x = 4y > 0� �	 	��1��!���
��� |z| = 5

4x�

���� /�	 . 
� (��	1�.� z .	� . 
� 
���.� ��	�(	��.� r ������ |rz| = r|z|�
/�	��3
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�������� �� ��������� ������� 1

���� /�	 ���� z1, z2 ���	� ��+��� ��� |z1| ≤ 2 .	� |z2| ≤ 3� �	 	��1��!���
����

�� |z1 + 3z2| ≤ 11

�� |5z1 − 6z2| ≤ 28

�� |3z1 − 5z2| ≤ 21

"�
∣∣z21 − z22

∣∣ ≤ 13

��	� �*��+ ��� |u+ v| = |u| = |v|� ���!�� ��� ) u
v = −1

2 + i
√
3
2 ���� u

v =

−1
2 − i

√
3
2

��������	 2�-�� 	�� ��� �%	�%� ��,

��
� 4� (0��� ��� ����(0��� 1�� (��	1�.�� 	��
(�� ���	� 3 .	� �� (0��� ���
��-�.�� ���� ���	� 4� 5��	 ���	� �	 (0��	 ����3

����� >� �����

���� /�	 ���� (��	1�.��� 	��
(��� z1 .	� z2 ������
|z1| = 5, |z2| = 13, |z1 − z2| =

√
82�

�	 
����� �� (0��� ��� 	
����(	��� �����

���� �� α, β, γ ���	� ��	�(	��.�� .	� 1
z−γi =

1
α+βi −

1
α+γi �	 
����� �� |z|2�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 ��� (��	1�.� 	��
(� z ������ |z + 1| = |z| + 1
���� � z ���	� (� 	�����.�� ��	�(	��.���

���� �	 	��1��!��� ��� 	� x+ yi = a+bi
c+di ���� x2 + y2 = a2+b2

c2+d2 �

���� �	 
����� �-��� ���� (��	1�.��� z ��	 ���� ������� ������ |z|2 + z = 0�

���� �
� ��� ��������� ��� �
	�� �� |z + 16| = 4 |z + 1| , �	 1��!���
��� |z| = 4�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� u, v ���	� (� (�1���.�� (��	1�.�� (� u+ v �= 0 ����
������ |u+ v|2 = |u|2 + |v|2 	� .	� (��� 	� � 	��
(�� u

v ���	� '	��	���.���

���� *��+ ��� ��	 ���� (� (�1���.��� (��	1�.��� z1, z2, z3 ������

• z1 + z2 + z3 = 0 .	�

• |z1| = |z2| = |z3|

�	 	��1��!��� ��� �� z2
z1
, z3z1 ���	� ��2�� ��� �!��+��� z2 + z + 1 = 0�

��	� �
� ��� ��������� ��� �
�
� �� z �= −1 + 0i .	� z �= 1 + 0i
1��!�� ����
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�� ���� � ��� �������!� �������

�� ���	� |z| = 1, ���� � 	��
(�� z−1
z+1 ���	� .	
	��� '	��	���.��� �

�� ��	� � 	��
(�� z−1
z+1 ���	� .	
	��� '	��	���.�� ���� |z| = 1�

��
� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �� ω = z+αi
iz+α (� α ∈ R∗

.	� z �= αi ���� �	 	��1���
�� ����

�� � ω ���	� '	��	���.�� 	��
(�� 	� .	� (��� 	� � z ���	� '	��	���.��
	��
(����

�� ?����� |ω| = 1 	� .	� (��� 	� � z ���	� ��	�(	��.�� 	��
(���

���� ��
∣∣∣z−9
z−1

∣∣∣ = 3 �	 
����� �� |z|�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� ������ |z − z1| = |z − z2| ���� ������ .	�∣∣∣∣z − (
1

3
z1 +

2

3
z2

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣z − (
2

3
z1 +

1

3
z2

)∣∣∣∣
���� �	 
����� �� (��	1�.� 	��
(� z 	� ���	� ��+��� ��� |z + 3i| = |z + 5− 2i|
.	� |z − 4i| = |z + 2i|�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� (α1 + β1i) (α2 + β2i) · ... · (αν + βνi) = A + Bi
����

(
α2
1 + β21

) (
α2
2 + β22

)
· ... ·

(
α2
ν + β2ν

)
= A2 +B2

���� �
� ��� ��������� ��� �
	�� �	 1��!��� ��� � �!��+�� (1 + iz)ν =
1+i

√
3√

3+i
(� ν ∈ N∗ .	� z ∈ C 1�� 0��� ��	�(	��.) -����

���� /�	 ������ z ������ |z − i|+ |z + 3| = 13

���� /�	 ��� (��	1�.� 	��
(� z ������ z2 = z − 1� ���!�� ���

|z| =
∣∣∣∣1z

∣∣∣∣ = |z − 1|

���� /�	 ������ z ������ |z − 1| = |z − 3| = |z − i|3

��	� �	 	��1��!��� ��� 	�
∣∣∣ z1+z2
1+z̄1z2

∣∣∣ = 1 ���� 0�	� ���- ������ 	�� ���� z1, z2
0��� (0��� ��

��
� �*��+ � �!��+�� z2 + az + b = 0 ���� a, b ��	�(	��.�� (� a2 − 4b < 0�
�	 	��1��!��� ��� �� ��2�� ��� �!��+��� 0���� (0��� (�.������ ��� � 	� .	�
(��� 	� b < 1�

���� �*��+ ��� |2z + 1| = |2z + 3|� >����� �� Re (z + 3)�

�������� ���	�
	��
�
������ � �
��
� �� 
����� ��� 	�� 
������� �������
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�������� �� ��������� ������� ��

���� /�	 �� (��	1�.� 	��
(� u ���	� ��+��� ���
∣∣u− 2

iu

∣∣ < ∣∣u
i

∣∣� �	 	��1��!���
��� � 	��
(�� 1 + Im

(
u2
)
���	� 	�����.�� ��	�(	��.���

���� �	 	��1��!��� ��� � 	��
(�� z−|z|
z+|z| ���	� '	��	���.���

���� �	 	��1��!��� ��� 1�� �� ���� (��	1�.�� z 0��� ���� |z + 1− i| =
√
2

.	� |z| = 3�

���� �*��+ p, q ∈ R .	� z1 = 1+pi
1−pi , z2 = 1+qi

1−qi � �	 	��1��!��� ��� 	� d =

|z1 − z2| ���� d√
4−d2

=
∣∣∣ p−q
1+pq

∣∣∣�
���� �*��+ ��� |z1 + z2| = |z1| = |z2|� �	 	��1��!��� ��� |z1 − z2| =

√
3 |z1|�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� ������ |z − 10| = 3 |z − 2| ���� ������ |z − 1| = 3�

���� �	 	��1��!��� ���

�� |z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2 + 2Re (z1z̄2)

�� |z1 − z2|2 = |z1|2 + |z2|2 − 2Re (z1z̄2)

��	� �	 	��1��!��� ��� 	� �� (��	1�.�� 	��
(�� z1, z2, z3 0���� (0��� � .	�
����(��� 1� '��� ��� =� ���� � (��	1�.��

z1 + z2 + z3 + z1z2 + z2z3 + z3z1
1 + z1z2z3

���	� ��	�(	��.���

��
� �	 	��1��!��� ���

|z + |z||+ |z − |z|| = 2 |z| ⇔ z ∈ R

���� �	 	��1��!��� ��� |z1|2 + |z2|2 ≥ z1z̄2 + z̄1z2�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� |z| ≤ 1 ���� 1 ≤ |z − 4| ≤ 7�

���� ) �*����'�* ��� Lagrange� �	 	��1��!��� ����(
|z1|2 + |z2|2

)(
|w1|2 + |w2|2

)
= |z1w1 + z2w2|2 + |z1w̄2 − z2w̄1|2

���� �
� ��� ��������� ��� �
�
 +���,-�'�*�.�

�� �	 1��!��� ��� . 
� (��	1�.�� 	��
(�� (����� �	 ��	'�� �	� ���� �+��
(��	1�.�� 	��
(��� �

����	� ���	� 	�� �
��
�   ! "� ���	�#� ��	
 $	��% 	
	�% ���	�#� &�'����! (�� �� 	�
����	$
�	� &�'���
	� #�)����
 ���&#
 α+βi ��� ���*	� 
	� ������� ���	� #�)����
� x+ yi
+	
� �
	� (x+ yi)2 = α + βi! ,	�� ��
�� ��+��� �� ���*�	� 
	� 	� 
�
	�#� x2 − y2 = α%
2xy = β +��� ��
�!
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�� ���� � ��� �������!� �������

�� �� z1, z2 ∈ C, �	 1��!��� ��� ,

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2
(
|z1|2 + |z2|2

)
�� �� α, β ∈ C ���� ��('+�	 (� ��� ������� 8	�9 �� ���� 0�	 z ∈ C �0����

����� αβ = z2� �	 1��!��� ��� ������	�

|α|+ |β| =
∣∣∣∣α+ β

2
+ z

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣α+ β

2
− z

∣∣∣∣
Joseph Louis Lagrange

�!�" �0�� ���� �
� ��� ��������� ��� �
�
� ��

Π(x) = x2 + 2 |z1 − z2| x+
(
1 + |z1|2

)(
1 + |z2|2

)
���� z1, z2 1�
0���� (��	1�.�� 	��
(�� �	 1��!��� ��� Π(x) ≥ 0 ��	 . 
�
��	�(	��.� 	��
(� x� 5��� ������ �� ����3

���� �
� ��� ��������� ��� ����� �����	� � (��	1�.�� 	��
(��

z =
2 + αi

α+ 2i
, (� α ∈ R

�� �	 	��1��!��� ��� � ��.��	 ��� (��	1�.�� z 	�).�� ���� .�.-� (� .0����
�� O(0, 0) .	� 	.���	 ρ = 1�

�� �*��+ z1, z2 �� (��	1�.�� 	��
(�� ��� ���.������ 	�� ��� ����

z =
2 + αi

α+ 2i

��	 α = 0 .	� α = 2 	��������	�

8	@9 �	 
��
�� � 	����	�� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(+� z1 .	�
z2�

8
@9 �	 	��1���
�� ��� ������

(z1)
2ν = (−z2)ν

��	 . 
� '���.� 	��
(� ν�

������ � �
��
� -. 
����� ��� 	�� 
������� �������!
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�������� �� ��������� ������� ��

����� /� �����

���� �	 	��1��!��� ���

|z1 + z2|
1 + |z1 + z2|

≤ |z1 |
1 + |z1 | +

|z2 |
1 + | z2|

A	����� �	 	��1��!��� ����

|z1 + z2 + ...+ zν |
1 + |z1 + z2 + ...+ zν |

≤ |z1 |
1 + |z1 | +

|z2 |
1 + | z2|

+ ...+
|zν |

1 + | zν |

���� �
� �� /�*01���&� Putnam# �
	
� �	 	��1���
�� ��� 	�

11z10 + 10iz9 + 10iz − 11 = 0

���� |z| = 1

��	� �*��+ S �� ����-� �+� z ∈ C ��	 ���� ������� ������
∣∣z + 1

z

∣∣ = α� �	

����� �+� ��0��� �	 ���-���� � α > 0 ���� � �- ����� ��() �+� (0��+� �+�
�������+� ��� S �	 ���	� 1

2 �

��
� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� 2����� (��	1�.�� 	��
(�� α, β .	� ��	 . 
�

���.� 	.0�	�� r �������

|α+ β|r ≤ 2r−1 (|α|r + |β|r)

/�	 ���� (� (�1���.��� (��	1�.��� 	��
(��� z1, z2, ..., zν ������ ���

|z1 + z2 + ...+ zν | = |z1|+ |z2|+ ...+ |zν |

�	 	��1��!��� ��� �� ����� 
���.�� 	��
(�� λ2, ..., λν 0��� ����

z2 = λ2z1,���, zν = λνz1

��� �� �������� �
 
���

����� �� �����

���� B�� �	�	. �+ ��)(	 �� ��(��� A ���	� � ��.��	 ��� z� �	 ���1� ����
��� ��.��	 ��� 1

2 z̄�
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�, ��"� #� �������� $
�
���

���� �	 	��1��!��� ��� �� ��.���� �+� (��	1�.�� 	��
(�� x+yi, 0, 1
−x+yi ���	�

��(��	 �����
��	. �

���� �	 ���1� ���� �� �+��� ��� ����01�� ��� ����� 	�).��� �� ��.���� �+�
(��	1�.�� 	��
(�� z ��	 ���� ������� .	� ������+�� �������

�� Im (z) > Re (z)

�� Im (z) > Im
(
z2
)

���� �	 ��--	�-	�� ���� ��� 3 + i (� �� i� ��� �� 	���0-��(	 ��� 
	

����� �	 �� ��--	�-	�� ���� !	� (� i� �	 ��	�	- 
���  --� (�	 '�� � �	
. ���� 0�	 ��)(	�

���� C ��.��	 ��� z 	�).�� ���� ��
��	 (� �!��+�� 2x−3y = 1� �	 �.'� ����
��� z̄ ���	��)��� ��� z�

���� B� . 
� 0�	 	�� �	 �	�	. �+ ��)(	�	 �('	��2���	� 1�� �(�.������
.�.-�� (� .0���� ��� ��.��	 ��� z0 .	� 	.����� ρ1 < ρ2� �	 ������ 6��� ��
. 
� ������+�� �� ��	((��.�	�(0�� �+����

�9

��
��

��

�9

��
��

��

�9

��
��

��

"9

��
��

��

#9

��
��

��

$9

��
��

��

���� ���!�� ��� (� z �= 0 ������ � ���1��	(�	�

z5 = z̄6 ⇔ z11 = 1

���� �� ��.���� �+� z1, z2 	�0���� 	����	�� d� �	 	��1��!��� ���

d2 = z1z̄1 − z1z̄2 − z̄1z2 + z2z̄2

��	� �	 	��1��!��� ��� �� ����+�� ��� ������ �� .���'0� ���	� �� ��.���� �+�

z1 = 1 + 2i, z2 = 4− 2i, z3 = 1− 6i

���	� ����.�-0��
��������	 �-��� |z1 − z2| = |z2 − z3| = 5

��
� B� �-�� ��� �	�	. �+ ����������� � ��+(����.�� ����� ��� ��.��	� ���
z ���	� .�.-��� �	 
����� �� .0���� ��� K .	� ��� 	.���	 ��� ρ�
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�������� �� ��������� ������� ��

�� |z − 2| = 4

�� |z − 2i| = 2

�� |z − 2− 3i| = 1

"� |z + 2 + 3i| = 1

#� |z + 2− 3i| = 1

$� |2z − 2 + 4i| = 1

���� �	 	��1��!��� ��� �� ��.���� �+� (��	1�.��

2 + i, 3 + 2i, 2 + 3i, 1 + 2i

���	� .���'0� ����	������

���� �� � ��.��	 ��� z 	�).�� ���� .�.-� (� �!��+�� (x− 2)2+(y − 3)2 = 4
���� � ��.��	 ��� z̄ 	�).�� �� 0�	 .�.-�� B� �����3

���� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��.��	 ��� z 	�).�� ���� ��
��	 (� �!��+��
−x+ y = 1 ���� ������ |z| = |z + 1− i|�

���� /�	 ����� ��(0� ��� x � ��.��	 ��� (��	1�.�� 	��
(�� z = x+ (x− 1) i
	�).�� ���� .�.-� (� .0���� A(2, 3) .	� 	.���	 43

���� �	 	��1��!��� ��� �� ��.���� �+� (��	1�.�� z,−z, 1z̄ ,−
1
z̄ , 0 ���	� ��(	�	

�����
��	. �

���� �
� ��� ��������� ��� �


# $%�&' (� *��+ � (��	1�.�� 	�=
�
(�� z = x + yi, x, y ∈ R� �	 	��1��!��� ��� ��� (��	1�.� �����1� �
��+(����.�� ����� �+� ��(��+� M(x, y) ��� ���	� �0���	 ���� |z − 1|2 +
|z − 3− 2i|2 = 6 ���	� .�.-��� �	 
����� �� .0���� .	� ��� 	.���	 ��� .�.-��
	�����

���� B� . 
� 0�	 	�� �	 ���(��	 ��)(	�	 	���.���2���	� 1�� ��(��(����
.�.-�� (� .0���	 ��� ��.���� �+� z1, z2 .	� 	.����� ρ1 ≤ ρ2� �	 ������ 6���
�� . 
� ������+�� �� ��	((��.�	�(0�� �+����

�9

�� ��

����

�9

�� ��

����

�9

�� ��

����

"9

�� ��

����

���� �	 
����� �� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z ��	
���� ������� ������ 4 (z − z̄)2 = 9zz̄ − 225�
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�" ��"� #� �������� $
�
���

��	� 5���� ���	� � ��+(����.�� ����� �+� ��.��+� �+� w ��	 ���� �������
������

∣∣1− 2
w

∣∣ = 13

��
� D�+���(� ���� (��	1�.��� z1 = 2 + i .	� z2 = 3 + 4i� 5��� ���	� ��
�(
	1�� ��� �������� ��� ���(	��2��� �� ��.���� �+� z1, z2, z1 + z23

���� �	 
����� ��� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� z ��	 ���� �������
������ |z − 2 + 3i| = 5 |z + i|�

���� 5���� ���	� � ��+(����.�� ����� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z
��	 ���� ������� ������ Re

(
z2
)
= 13

���� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' (� �*��+ ���

z = (2x− 3) + (2y − 1)i

(� x, y ∈ R� �	 1��!��� ��� ��� (��	1�.� �����1� � ��+(����.�� ����� �+�
��(��+� (x, y) ��� ���	� �0���	 ����

|2z − 1 + 3i| = 3

���	� .�.-��� B�� ���0���	 �	 
����� ��� ������	�(0��� ��� .�.-�� 	���� .	�
��� 	.���	 ����

���� �*��+ z1, z2 1�� (��	1�.�� 	��
(�� .	� �u1, �u2 �	 	��������	 1�	���(	�	�
�	 	��1��!��� ��� �������

�u1⊥�u2 ⇔ z̄1z2 + z1z̄2 = 0

A	����� �	 	��1��!��� ��� �� ��
���	((� �()(	 (�  .�	 ��� ��.���� �+� u, v
���	� . 
��� ��� ��
���	((� �()(	 (�  .�	 ��� ��.���� �+� w, z 	� .	� (���
	� � 	��
(�� u−v

w−z ���	� '	��	���.��

���� �����	� � (��	1�.�� 	��
(�� z = 1+ i� �	 
����� �� ().�� ��� ��
-	�=
(0��� ��	((�� �>/� ���� �	 �, >, /, � ���	� �� ��.���� �+� z, z2, z3, z4�

���� �	 
����� ��� ��+(����.� ����� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� z ��	 ����
������� ������

Re

(
z − 1− i

z + 1 + i

)
= 0

����� >� �����

���� �� ��.���� �+� (��	1�.�� 	��
(�� 3 + i .	� 4 + 2i ���	� 1�	1���.0�
.���'0� ���� ����	������ 4��+� (��	1�.�� (����� �	 ���	� ��.���� ��  --��
1�� .���'0� ��� ����	�����3

���� �� α ∈ R, .	� w ∈ C∗ ��	
���� �	 	��1��!��� ��� �-�� �� (��	1�.��
	��
(�� z ��� �.	�������� ��� ��0�� Re(wz) = α 	�).��� �� (�	 ��
��	�
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�������� �� ��������� ������� �!

��	� �	 	��1��!��� ��� 	� �� ��.���� �+� (��	1�.�� 	��
(�� 0, z1,z2 ���	�
.���'0� �������� ���� .	� �� ��.���� �+� (��	1�.�� 0, 1, z1

z2
���	� .���'0�

�������� �(���� ���� �� 	���.��

��
� �*��+ ��� ) ��.��	 ��� (��	1�.�� 	��
(�� z 	�).�� ���� .	(��-� Γ�
�*��+ a 0�	� (� (�1���.�� (��	1�.�� .	� S, M �� ��.���� �+� u = a + z .	�
w = az 	��������+�� �	 ��(�-������� ��� ���	.	�

η Γ είναι Το S ανήκει: Το M ανήκει:
Η ευθεία |z − z1| = |z − z2| 1 2
Ο κύκλος |z − z0| = ρ 3 4

�	�� �*��+ z1, z2,z3 ����� 	� 1�� 1� '���� (��	1�.�� 	��
(��� �	 	��1��!���
��� �� ��.���� ���� ���	� ��(��	 �����
��	. 	� .	� (��� 	�

z1 − z2
z2 − z3

∈ R

�	�� �	 	��1��!��� ����

�� 4� ��+����.� ����(��� �+� 1�	���( �+� ��� �.'� 2��� �� (��	1�.��
	��
(�� z1, z2 ���	� ��� (� 1

2 (z1z̄2 + z̄1z2)

�� 4	 �(
	1�� ��� �������� ��� 0��� +� .���'0� ��� ��.���� �+� (��	1�.��
	��
(�� z1, z2, z3 ���	� ��� (�

1

4
|z1z̄2 + z2z̄3 + z3z̄1 − z̄1z2 − z̄2z3 − z̄3z1|

�	�� �*��+ z1, z2 1�� (��	1�.�� 	��
(�� .	� �u1, �u2 �	 	��������	 1�	���(	�	�
�	 	��1��!��� ��� �������

�u1⊥�u2 ⇔ z̄1z2 + z1z̄2 = 0

A	����� �	 	��1��!��� ��� �� ��
���	((� �()(	 (�  .�	 ��� ��.���� �+� u, v
���	� . 
��� ��� ��
���	((� �()(	 (�  .�	 ��� ��.���� �+� w, z 	� .	� (���
	� � 	��
(�� u−v

w−z ���	� '	��	���.��

�	�� �� ��.���� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z1 .	� z2 ���	� �	 ��(��	 A .	� B� �	
	��1��!��� ��� �� ����+�� OAB ���	� ��
������ ��� O .	� ����.�-0� 	� .	�
(��� 	� z21 + z22 = 0�

�	�� �	 
��
�� � ��+(����.�� ����� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z

��	 ���� ������� ������ Re
(
z−1
z+1

)
= 2Im

(
z−1
z+1

)
�

�	�� �	 
����� ��� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z
��	 ���� ������� ������ 2zz̄ = z2 + z̄2 + 8z + 8z̄�

�	�� /�	 �� (��	1�.� 	��
(� z ���	� ��+��� ���
∣∣1 + z2

∣∣2+ ∣∣1− z2
∣∣2 = c ����

c > 1� �	 
����� ��� ��+(����.� ���� ��� ��.��	� ��� z�
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�0 ��"� #� �������� $
�
���

�	�� B� . 
� (��	1�.� 	��
(� z �= 0 ��� ������ � ��.��	 	��.�� ���� ��
��	
y = αx + β 	����������(� ��� (��	1�.� w = 1

z � �	 
����� ��� ��+(����.�
���� ��� ��.��	� ��� w�

�		� �	 
��
�� � ��+(����.�� ����� ��� ��.��	� ��� w = iz + 3 ��	�, .	� 
������+��, �������

�� C ��.��	 ��� z 	�).�� ���� ��
��	 x+ y = 1�

�� zz̄ = 1

�� |z − 2 + 3i| = 1

"� Re(z) = −1

#� Im(z) = 3

�	
� �	 
��
�� � ��+(����.�� ����� ��� ��.��	� ��� w = z+i
z+1 ��	�, .	� 

������+��, �������

�� (2i+ 3) z + (2i− 3) z̄ = 2i

�� |z + 3 + i| = 2

�
�� �*��+ ��� w =
(
3
2 + 2i

)
z − 5

2 z̄i�

�� �� z = α+ βi �	 
����� �	 Re (w), Im (w)�

�� �	 	��1��!��� ��� �� ��.���� ��� (��	1�.� �����1� �+� 	��
(�� w 	�).=
��� ���� ��
��	 x+ 3y = 0�

�
�� �	 -����� ���  �.��� �"� �����(�������	� ��+(����. �������)(	�	�

�
�� �� 	��
(�� z1, z2 0���� ��� �1�����	 |z1 + z̄2| ≤ |z̄1 − z2|� 5���� ���	� �
��+(����.�� ����� ��� ��.��	� ��� ����(0��� ����3

�
�� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �����	� � ��� �����

f (z) =
(z − 1) (z̄ + 1)

z + z̄

z ∈ C .	� Re (z) �= 0�

�� �	 	��1��!��� ��� f
(
−1

z̄

)
= f (z)

�� �	 
����� �� ��1�� ��� .	(��-�� ���� ����	 	�).��� �	 ��(��	 M (x, y)
��	 �	 ����	 �� (��	1�.�� 	��
(�� z = αx + βyi (� α, β, x, y ∈ R .	�
αβx �= 0 �.	�������� �� ��0�� Re [f (z)] = 0
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�������� �� ��������� ������� �1

�
�� >����� ����� 	�� ���� (��	1�.��� ��� �.	�������� ��� ��0��

|z − 1 + i| = 2

0��� �� (0����� .	� ����� �� �- ����� (0���3

�� � � � �� � �

�
�� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� D�+���(� ���� (�=
�	1�.��� 	��
(��� z, w .	� w1 �0������ ���� w = z−zi .	� w1 =

1
α+αi, α ∈

R∗� �	 1��!���� ��� 	� �� α (��	
 --��	� ��� R∗ .	� ������ w = w̄1, ���� �
��.��	 P ��� z ��� (��	1�.� �����1� .�����	� �� (�	 ����
�-)�

�
�� �*��+ P , Q �� ��.���� �+� (��	1�.�� z1, z2� �	 	��1��!��� ��� 	� ��
����+�� OPQ ���	� ����-���� ���� 
	 ������ z21 + z22 = z1z2�

�
�� �	 	��1��!��� ��� 	� α, β ∈ R (� α2 > β ���� �� ��.���� �+� (��	1�.+�
z ��� ��	-�
����� ��� �!��+�� zz̄ = az + az̄ + b 	�).��� �� .�.-��

�
	� �
� ��� ��������� ��� ���	� �� ��	 ���� (��	1�.��� 	��
(��� z
.	� w �������∣∣∣(i+ 2

√
2
)
z
∣∣∣ = 6 .	� |w − (1− i)| = |w − (3− 3i)|

���� �	 
������

�� �� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z�

�� �� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(�� w�

�� ��� �- ����� ��() ��� |w|�

"� ��� �- ����� ��() ��� |z − w|�

�

� �
� �� /�*01���&� Putnam# �
�
� �	 	��1��!��� ��� 	� ��
��.���� �+�, 1� '��+�, (��	1�.�� 	��
(�� z1 .	� z2 ���	� .���'0� ����-�����
�������� ���� � ����� .���') 	���� ��� �������� 
	 ���	� � ��.��	 ��� (�=
�	1�.�� 	��
(��

−ωz1 − ω2z2

���� ω ���	� (�	 (� ��	�(	��.) ��2	 ��� �!��+��� x3 = 1�
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�� ��"� #� �������� $
�
���

���� �*��+ 1�� ��	
���� (��	1�.�� p, q (� ��	 (0��	 .	� � ��� ����� f (z) =
pz+ qz̄, z ∈ C� �	 	��1��!��� ��� �� ��.���� �+� f (z) 	�).��� �� (�	 ��
��	�

���� 2 �3���� ��� �
���1�"��� �*��+ z1, z2 1�� 1� '���� 	��
(���

�	 	��1��!��� ��� 	�
∣∣∣z−z1
z−z2

∣∣∣ = c ���� c 
���.�� ��	�(	��.�� 	��
(�� 1� '����

��� � ���� � ��+(����.�� ����� ��� ��.��	� ��� z ���	� .�.-�� (� .0���� ���

��.��	 ��� 1
1−c2

z1 − c2

1−c2
z2 .	� 	.���	 c|z1−z2|

|1−c2|

#$
��+��
�

 �����-
�

∼�"� �!� $�3�

���� �
� �* Mathematical Tripos ��� Cambridge# �

	� �*��+
(�	 ��
��	 L .	� 0��+ α � (��	1�.�� ��� 	���������� ��� ����� ��� . 
����
���  ���	� 	�� ��� 	��) �+� 	!��+� O ���� L� �	 	��1��!��� ��� � �!��+��
��� L �� '��	�

z = α+ λαi

.	� ���(0�+� ��� (��')
zᾱ+ αz̄ = 2αᾱ

B�� ���0���	 �	 
����� ��� �!��+�� ��� .	(��-�� ��� ���.����� 	� ��	 ��(��	
��� L �'	�(��
�� � (��	���(	���(�� z → 1

z � �	 1����� ��+(����.) ��(����	�

���� �
� �* Mathematical Tripos ��� Cambridge# ����� /�	 . 
�

���.� ��	�(	��.� 	��
(� k ���2��(� �� ����-�

Sk =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣∣ = k

}
�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� k �= 1 �� ��.���� �+� (��	1�.�� ��� ����-��
Sk �	���� ���� .�.-� ��� ������ �	 ���-������� �� .0���� .	� ���
	.���	�

�� �	 1����� 	.�(� (�	 �-)�� ������	') ��� ����-�� �+� ��.��+� ��� S1�

�� �*��+ � ��� ����� f : C → C (� f (z) = −z̄� �	 1����� (�	 ��+(����.)
������	') ��� f .	� �	 	��1��!��� ���

f (Sk) = S 1
k

���� �*��+ α ∈ C (� |α| < 1� /�	 . 
� ��(��� ��� (��	1�.�� ����01�� ��
����� ���	� ��.��	 ��� (��	1�.�� 	��
(�� z 0�	 	�� �	 �	�	. �+ 
	 �������∣∣∣ z−α

1−ᾱz

∣∣∣ < 1 )
∣∣∣ z−α
1−ᾱz

∣∣∣ = 1 )
∣∣∣ z−α
1−ᾱz

∣∣∣ > 1

*��(0�+� �� (��	1�.� �����1� �+��2��	� �� ���	 �+��	 	� -��	 (� �� ��� 
��0�� 	-�
���� ��	 �	 ��(��	 ����� �	 ������ 6��� 	�� �	 �+��	�

��������	 4%����
∣∣∣ z−α1−ᾱz

∣∣∣ = ∣∣∣ z−αᾱz−1

∣∣∣ = 1
|ᾱ|

∣∣∣∣ z−αz− 1
ᾱ

∣∣∣∣� ��/��� �$5 
6�� ��� �%	�%� ���
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�������� �� ��������� ������� ��

����� /� �����

���� �� ��.���� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z − 1, z + 1, z2 ���	� ��(��	 �����=

��	. � �	 
����� ��� ��+(����.� ���� ��� ��.��	� ��� z�

���� �	 	��1��!��� ��� � �!��+�� ��� .�.-�� |z − z0| = ρ ���	� ���1��	(� (�
��� zz̄ = 2Re (zz̄0) + ρ2 − |z0|2

7���&�
� ��
����-
�
0� �"�

Leonhard Euler
�!�!  �!0�

���� D�+���(� ���� 	�	 1�� 1� '����� (��	1�.��� 	��
(��� z1, z2, z3, z4 ���
�� ��.���� ���� 	� ����� 1�� 	�).��� ���� �1�	 ��
��	� �	 	��1��!��� ��� ��
��.���� ���� ���	� ��(��	 �(�.�.-�. 	� .	� (��� 	� ������

(z1 − z2) (z3 − z4)

(z1 − z4) (z3 − z2)
∈ R

��������8 ���&��%�� ��� �%	�%��� 9�0�:( 9�0!:

August Ferdinard Möbius
�!1� �0"0

��	� 4� 5�-,'&* �����&*"�� Euler� D�+���(� ���� (��	1�.��� z1,
z2, z3, z4�

�� �	 	��1��!��� ���

(z1 − z2) (z3 − z4) + (z1 − z4) (z2 − z3) = (z1 − z3) (z2 − z4)

�� �	 	��1��!��� ���

|(z1 − z2) (z3 − z4)|+ |(z1 − z4) (z2 − z3)| ≤ |(z1 − z3) (z2 − z4)|

�� �	 	��1��!��� ��� � ������	 ��� �������(��� 	�������	 ������ 	� .	�
(��� 	� �� ��.���� �+� z1, z2, z3, z4 ���	� ��(��	 �(�.�.-�. �

��������8 2�-�� 	�� ��� �%	�%� ��!�

��
� 2 ���*�!'&*���&�� ��� Möbius� C 	���.����� z → αz+β
γz+δ

���( 2��	� (��	���(	���(�� ��� Möbius� �	 	��1��!��� ��� 	� αδ − βγ �= 0
���� � (��	���(	���(�� Möbius 	���.���2�� ��
���� = .�.-��� �� ��
���� )
.�.-����

���� �*��+ ��� ��.��	 ��� (��	1�.�� 	��
(�� z 	�).�� ���� .�.-� (� �!��+��
x2 + y2 +Ax+By + C� �*��+ m = |z|2�

�� �	 	��1��!��� ��� m = − (ARe (z) +B Im (z) + C)

�� �	 	��1��!��� ��� m2B2 +
(
2B2C −A2B2 −B4

)
m+B2C2 ≤ 0

�� �	 	��1��!��� ��� � (0����� .	� � �- ����� ��() ��� z ���	� ��√
(A2 +B2)− 2C ±

√
(A2 +B2) (A2 +B2 − 4C)
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�� ��%� ���&���� �� ��� �� ��������

��! "��#���� �� �$� �� ��%�$���

���� 7� ����  �	�� 	.0�	��� n �= 0 0��� ���� (1 + i)n = (2 + i)n+13

���� /�	 ���� (��	1�.��� 	��
(��� z1, z2 ���	� ��+��� ��� |z1| = |z2| = 1� �	
	��1��!��� ��� 	�

z1 − z2 + z1z2 = α

(� α ∈ R ���� ������

z1 − z2 + αz1z2 = 1

���� �
� ��� ��������� ��� ����� ������	� �� (��	1�.�� 	��
(�� z =
α+ βi, ���� α, β ∈ R .	� w = 3z − iz̄ + 4, ���� z̄ ���	� � ��2��)� ��� z�

�� �	 	��1��!��� ���

Re (w) = 3α− β + 4

Im (w) = 3β − α

�� �	 	��1��!��� ���, 	� �� ��.���� ��� w ��� (��	1�.� �����1� .������	�
���� ��
��	 (� �!��+�� y = x−12, ���� �� ��.���� ��� z .������	� ����
��
��	 (� �!��+�� y = x− 2�

�� �	 
����� ����� 	�� ���� (��	1�.��� 	��
(��� z, �� ��.���� �+� ����+�
.������	� ���� ��
��	 (� �!��+�� y = x − 2, 0��� �� �- ����� 1��	��
(0����

���� ν (��	1�.�� 	��
(�� 	�).��� �� ��	
��� .�.-� (� .0���� ��� 	��) �+�
	!��+� .	� 0���� ��	
���  
����(	� �	 	��1��!��� ��� .	� � ��.��	 ���
	
����(	��� �+� 	�������'+� ���� 	�).�� ������ �� ��	
��� .�.-��

���� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 ���� (��	1�.��� 	��
(��� z1, z2, ..., zν ������∣∣∣∣z1 − i

z1 + i

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣z2 − i

z2 + i

∣∣∣∣ < 1, ... ,

∣∣∣∣zν − i

zν + i

∣∣∣∣ < 1

���� ������ .	� ∣∣∣∣z1 + z2 + ...+ zν − i

z1 + z2 + ...+ zν + i

∣∣∣∣ < 1

���� �	 ������ 6��� �� ����-� �+� (��	1�.�� z ��	 ���� ������� ������

0 < |z − 1| < 1 + |z|

���� �	 ������ 6��� �� ����-� �+� (��	1�.�� z ��	 ���� ������� �� ��	�=
(	��.� (0��� ��� 	��
(�� (1 + i) z2 ���	� 
���.��
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�������� �� ��������� ������� ��

��	� �	 	��1���
�� ��� 	� ��	 0�	 (��	1�.� 	��
(� z �� ����� (��	1�.��
	��
(�� u,w (�

|u| = |w| ≤ 1 (∗)

����

z = u+w (∗∗)

����

|z| ≤ 2 (∗ ∗ ∗)

	-- .	� 	�������'+� 	� ��	 ��� z ������ � 8EEE9 ���� �� ����� (��	1�.��
	��
(�� u,w ���� �	 ������� �� 8E9, 8EE9�

��
� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' (� �*��+ z � (��	1�.��

	��
(�� x+ yi (� y �= 0 8x, y ��	�(	��.�� 	��
(��9� D0���(� ω = z̄2

z−1 , ����
z̄ � ��2���� ��� z� �	 	��1��!��� ��� � ω ���	� ��	�(	��.�� 	��
(��, � � .	�
(��� 	� �� ��(��� (x, y), +� ���� 0�	 ��
�.	����.� �����(	 	�	'�� � xOy,
	�).�� �� (�	 ����
�-) 	�� ��� ����	 0���� �!	���
�� �� .���'0� ����

���� �	 
����� �-��� ���� (��	1�.��� z ��	 ���� ������� ������

z + 1

z̄
= 2

���� �	 	��1��!��� ��� 	� |z1| < 1, |z2| < 1 ���� |z1 − z2| < |1− z1z̄2|

���� /�	 ���� z1, z2 ∈ C ������ z21 + z1z2 + z22 = 0� ���!�� ��� |z1| = |z2|�

���� /�	 ���� z1, z2 ∈ C ������ 2z21 +z1z2+3z22 = 0� �	 ���-������� �� |z1|
|z2| �

���� �*��+ �� (��	1�.�� 	��
(�� z1 = 2 + 3i, z2 = −1 + 2i� �	 
�����
��	�(	��.��� 	��
(��� κ, λ �0������ ���� z21 + z22 = κz1 + λz2�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� α ∈ R .	� |z1| = |z2| = 1 ���� ������

|z1 + z2 + αz1z2 − 1| = |z1 + z2 − z1z2 + α|

���� �	 
����� ���� (��	1�.��� w ��	 ���� ������� ������ w2 = −5− 12i�

���� D�+���(� �-��� ���� (��	1�.��� 	��
(��� z ��	 ���� ������� �� ����
	.0�	��� m ���� zm = (z + 1)m� �	 	��1��!��� ��� �� ��.���� �-+� 	����
�+� 	��
(�� 	�).��� ���� �1�	 ��
��	�

��	� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��.��	 ��� (��	1�.�� 	��
(�� 	�).�� ���� .�.-�
(� .0���� �� K (1, 0) .	� 	.���	 � ���� �� (��	1�.�� 	��
(�� zν+1−zν , zν ����
ν '���.��, 0���� ��	 (0��	�
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�, ��%� ���&���� �� ��� �� ��������

��
� �*��+ �� 	� 1�� 1� '���� (��	1�.�� z1, z2, z3, z4� �	 	��1��!��� ��� 	�
1�� 	�� ���� 	��
(���

z2 − z3
z1 − z4

,
z3 − z1
z2 − z4

,
z1 − z2
z3 − z4

���	� '	��	���.�� ���� 
	 ���	� .	� � �������

���� �	 	��1��!��� ��� 	� z1 + z2 + z3 = 0 .	� z21 + z22 + z23 = 0 ����
|z1| = |z2| = |z3|�

���� /�	 ���	 ��() ��� p ∈ R �� ��	�(	��.� (0��� ��� (��	1�.�� 	��
(��
z = 1+i

2+2pi +
2+3i
3+i ���	� ��� (� �� '	��	���.� ��� (0���3

���� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 ���� 	� 1�� 1� '����� (��	1�.��� 	��
(���
z1, z2, z3 ������ z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1 ���� �� ��.���� ���� ���	�
.���'0� ����-����� ���������

���� �� �� 
�)
��	 ���  �.���� ��" �	 	��1��!��� ��� 	� α, β, γ ���	� �����
	�	 1�� 1� '���� (��	1�.�� 	��
(�� �� ������ �.	�������� (�	 ����	1)���� 	��
��� ���
).�� ���  �.���� %� ���� �� ��.���� ���� ��� (��	1�.� �����1� ���	�
.���'0� ����-����� ���������

���� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� �������� ��� ������ .���'0� ���	� ��
��.���� �+� (��	1�.�� z1 = 2 + 3i, z2 = −1 + i .	� z1z2�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� λ ���	� 
���.�� ��	�(	��.�� .	� z1, z2 (��	1�.��
���� ������

|z1 + z2|2 ≤ (1 + λ) |z1|2 +
(
1 +

1

λ

)
|z2|2

���� �	 
����� ��� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z
��	 ���� ������� ������ |z − 1|2 + |z + 1|2 = 4

���� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� (��	1�.� 	��
(� z �������(
z + z̄

2

)2

+
1

2
(z + z̄) (z − z̄)−

(
z − z̄

2i

)2

= z2

��	� �	 ��	-�
������ ��� ��������

Re (iz) = −Im (z)

Im (iz) = Re (z)

��
� �*��+ ��� ��	 �� (��	1�.� 	��
(� z ������ |z − z1| < α .	� |z − z2| < β�
�	 	��1��!��� ���

∣∣z − z1+z2
2

∣∣ < α+β
2 �
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�������� �� ��������� ������� ��

���� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� ��� 1	 (��	1�.�� 	��
(�� z1, z2, z3 ������

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z1 + z2 + z3|2 = |z1 + z2|2 + |z2 + z3|2 + |z3 + z1|2

���� �	 
����� �� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� 	��
(�� z ��	 ����
������� ������ (|z| − 2i) (|z|+ 2i) = (Re (z) + 2)2

���� �*��+ ��� w = a+z
a−z , a ∈ R∗� �	 	��1��!��� ��� 	� �� z 1�	��0��� ���

 !��	 �+� '	��	���.�� ���� �� w 1�	��0��� ��� .�.-� x2 + y2 = 1�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��.��	 ��� (��	1�.�� 	��
(�� z �� '�� .�.-�
.0����� O .	� 	.���	� α �= 1 ���� � ��.��	 ��� w = z + 1

z �� '�� ��� 0--��6�

(� �!��+�� x2

(1+α2)2
+ y2

(1−α2)2
= 1�

���� �*��+ �� (��	1�.�� 	��
(�� z1, z2, z3 (� z3 = (1− λ) z1+λz2 (� λ ∈ [0, 1]�
�	 	��1��!��� ��� |z1 − z3|+ |z3 − z2| = |z1 − z2|�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� � 	��
(�� 3
2 (z + z̄)2 + i (z − z̄) ���	� '	��	���.��

���� |z − i| ≥ 1
6

√
11

���� D�+���(� ��� ��� ����� f : C∗ → C (� f (z) = z + 1
z � 5�����

(��	1�.��� 	���.���2�� � f �� ��	�(	��.���3

���� /�	 ���� (��	1�.��� 	��
(��� z1, z2, z3 (� z1
z2
/∈ R ���	� ��+��� ���

2

z3
=

1

z1
+

1

z2

�	 	��1��!��� ��� �� ��.���� ���� .	� � 	��) �+� 	!��+� ���	� ��(��	 �(�.�.=
-�. � ��������8 2�-�� ��� �%	�%� 9�0!:

��	� �	 	��1��!��� ��� |1− w̄z|2 − |w − z|2 =
(
1−

∣∣w2
∣∣) (1− |z|2

)
�

��
� �� z1953 = 1 ���� � 	��
(�� z1972 + 1
z1972

���	� ��	�(	��.��� /�	��3

���� �	 	��1��!��� ��� 	� (u+ 1)ν + uν = 0 8ν 
���.�� 	.0�	���9 ����
Re (u) = −1

2 �

���� �	 
����� ��� ��+(����.� ���� ��� ��.��	� ��� z 	� ���	� ��+��� ���
|z + ki|2 + |z − ki|2 = 10k2, k > 0

���� �	 	��1��!��� ��� 	� |z1|+ |z2| = ... = |zν | ���� � 	��
(��

z1 + z2 + ...+ zν +
1

z1
+

1

z2
+ ...+

1

zν

�'F���� ���2��	� ���	� ��	�(	��.���

���� �	 	��1��!��� ��� 	� ������
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�" ��%� ���&���� �� ��� �� ��������

• z1 + z2 + ...+ zν = 0

• |z1| = |z2| = ... |zν | = 1

���� �������

|z − z1|+ |z − z2|+ ...+ |z − zν | ≥ ν

���� �	 	��1��!��� ��� 	�

• �� λ1, λ2, ..., λν ���	� (� 	�����.�� ��	�(	��.�� (� λ1 + λ2 + ...+ λν = 1

• |z1| < 1, |z2| < 1,���|zν | < 1

���� �������

|λ1z1 + λ2z2 + ...+ λνzν | < 1

���� �� �	 	��1��!��� ���

|z1 − z2|2+|z2 − z3|2+|z3 − z1|2+|z1 + z2 + z3|2 = 3
(
|z1|2 + |z2|2 + |z3|2

)
�� �	 	��1��!��� ��� 	� |z1| = |z2| = |z3| = 1 .	� |z1 + z2 + z3| = 3 ����
z1 = z2 = z3�

���� ��� ���� (��	1�.��� z ��� �.	�������� ��� ��0��
∣∣∣2z+1
iz+1

∣∣∣ = 2 ����� 0���

�� �- ����� (0���3

���� �	 	��1��!��� ��� 	� �� ��.���� �+� z, w ��	�0���� 	�� ��� 	��) �+�

	!��+� ���� � 	��
(��
(
z+w
z−w

)2
, �'� ���� ���2��	�, ���	� ��	�(	��.���

��	� � (��	1�.�� 	��
(�� z 1�� ���	� ��	�(	��.�� ���� '	��	���.�� .	� ������
6z4+5z2+6
3z4+z2+3

∈ R� ���!�� ��� |z| = 1�

��
� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��.��	 ��� (��	1�.�� 	��
(�� z = x+ yi 	�).��
��� ��+����.� ��� .�.-�� (� .0���� : .	� 	.���	 � ���� � ��.��	 ��� w =
x2 + y2i 	�).�� ��� ��+����.� ��� �������� (� .���'0� �	 ��(��	 O (0, 0),
A (1, 0), B (0, 1)�

���� �� �	 	��1��!��� ��� 	� �� 	��
(�� z, z2, z3 0���� ��	�(	��.� (0���
(�.������ ) ��� ��� : ���� �� ��	�(	��.� (0��� ��� z ���	� :�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� |z + 1| ≤ 1 .	� |z2 + 1| ≤ 1 .	� |z3 + 1| ≤ 1 ����
z = 0�

���� �	 	��1��!��� ��� �� ��.���� �+� (��	1�.�� z1, z2, z3 ���	� ��(��	 �����=

��	. 	� .	� (��� 	� ������ z1z̄2 + z2z̄3 + z3z̄1 ∈ R�
��������8 2�-�� 	�� ��� �%	�%� 9�0�:�
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�������� �� ��������� ������� �!

���� �
� %�* �%&* ��� /�*01���&�3 Putnam ��� �
��� �*��+
f (z) = z2 + az + b (� a, b ∈ C� �	 	��1���
�� ��� 	� |f (z)| = 1 ��	 . 
� z
(� |z| = 1 ���� ������ a = b = 0�
��������8 ;� $�'$�� |f (1)| = |f (−1)| = 1 	�� |f (i)| = |f (−i)| = 1�

���� �
� ��� ��������� ��� ����� ������	� �� (��	1�.�� 	��
(�� z1, z2,
z3 (� |z1| = |z2| = |z3| = 3�

�� ���!�� ��� z̄1 =
9
z1
�

�� ���!�� ��� � 	��
(�� z1
z2

+ z2
z1

���	� ��	�(	��.���

�� ���!�� ���� |z1 + z2 + z3| = 1
3 |z1 · z2 + z2 · z3 + z3 · z1|

���� /�	 ���� ��	�(	��.��� 	��
(��� α, γ ������ 0 < γ < α� D�+���(�
�-��� ���� (��	1�.��� 	��
(��� z ��	 ���� ������� ������

|z + γ|+ |z − γ| = 2α (∗)

5��	 ���	� � (�.������ .	� ���	 � (��	-����� ��() ��� (����� �	 � ��� �� (0���
��� z3

���� �*��+ ��� z1 =
1+ti
1−ti .	� z2 =

t+i
t−i , t ∈ R�

�� >����� �	 (0��	 �+� z1, z2

�� ���!�� ��� �� z1, z2 0���� �� �1�� '	��	���.� (0����

�� ���!�� ��� 	� ��	 ��� 
���.� 	.0�	�� m ������ zm1 + zm2 = z̄m1 + z̄m2 ����
� m ���	�  ������

���� >����� (��	1�.��� a, b, c ��� 0���� (0��� � .	� a + b + c = abc = 1�
��������8 2�-)�� 
�� ab+ bc+ ca = 1 	�� 
�� (x− a) (x− b) (x− c) = x3 − x2 + x− 1�

���� /�	 �� (��	1�.� 	��
(� z ���	� ��+��� ��� ������ z3 + z̄3 = 16�

�� �	 	��1��!��� ��� |z| ≥ 2�

�� ������  �	�� �	 ���	� |z| = 2�

��	� �
� ��� ��������� ��� ����� ������	� �� (��	1�.�� 	��
(�� z1, z2, z3
(� |z1| = |z2| = |z3| = 1 .	� z1 + z2 + z3 = 0�

�� �	 	��1��!��� ����

8	@9 |z1 − z2| = |z2 − z3| = |z3 − z1|
8
@9 |z1 − z2|2 ≤ 4 .	� Re (z1z̄2) ≥ −1

�	 
����� �� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� z1, z2, z3 ��� (��	1�.�
�����1� .	
�� .	� �� ��1�� ��� �������� ��� 	��0� ���(	��2����
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�0 ��%� ���&���� �� ��� �� ��������

��
� ������	� �� (��	1�.�� 	��
(�� z1, z2, z3 (� |z1| = |z2| = |z3| = 1 .	�
z1 + z2 + z3 �= 0� �	 	��1��!��� ����

��
∣∣∣ z1z2+z2z3+z3z1

z1+z2+z3

∣∣∣ = 1

�� (z1+z2)(z2+z3)(z3+z1)
z1z2z3

∈ R

���� �*��+ λ ∈ R ��	
���� (� λ ≥ 1� �	 -����� ��� ����-� �+� (��	1�.��
��� �!��+���

w + λ |w + λ|+ i = 0

���� �*��+ �� (��	1�.�� 	��
(�� u .	� v = 3−i
10 u�

�� 7��
0���(� ��� |u| =
√
2� ���!�� ��� � ��.��	 ��� v 	�).�� �� .�.-�

0��+ C�

�� 7��
0���(� ��� � ��.��	 ��� u 	�).�� ���� ��
��	 (� �!��+�� y = −x−2�
���!�� ��� � ��.��	 ��� v 	�).�� �� ��
��	 0��+ ε � ����	 �' ����	� ����
.�.-� C ��� ��+�)(	��� 8	�9�

���� �	 	��1��!��� ��� �� ��.���� �-+� �+� (��	1�.�� ��� (��')�

z =
1 +mi

1−mi
, m ∈ R (∗)

	�).��� ���� (��	1�	�� .�.-� 8.0���� � 	��) �+� 	!��+�, 	.���	 �9� �	
�!�� ���� 	� �� �	�	� �+ (��	1�.�� 	��
(�� ;�!	��-���< ��� .�.-� 1�-	1) 	�
. 
� ��(��� ��� (��	1�	��� .�.-�� ���	� ��.��	 . ����� (��	1�.�� ��� (��')�
(∗)

���� 7� �����  �	�� ��	
���� (��	1�.�� α, β 0��� ���� ��	 . 
� z ∈ C �	
������ z̄ = αz + β3

���� �	 	��1���
�� ��� ��	 . 
� (��	1�.� 	��
(� z ������

|1 + z| ≤ |1 + z|2 + |z|

���� �	 	��1���
�� ��� ��	 . 
� (��	1�.� 	��
(� z ������

|1 + z|+
∣∣1 + z + z2

∣∣ ≥ 1

��������8 �� &��	�-���� ��� $���$�+%��� |z| ≥ 1 	�� |z| < 1� ���� &������ �� $�������%��� 
��

|1 + z|+ ∣∣1 + z + z2
∣∣ ≥ |1 + z| |z|+ ∣∣1 + z + z2

∣∣
���� �	 	��1��!��� ���

|z + α| − |z + α− 1|+ |z + β| − |z + β − 1| ≤ 2
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�������� �� ��������� ������� �1

���� /�	 ���� (��	1�.��� 	��
(��� z1, z2, z3 ���	� ��+��� ��� �� ��.���� ����
	�).��� ���� .�.-� C (� .0���� ��� 	��) �+� 	!��+� .	� 	.���	 ρ� �	
	��1��!��� ��� 	� � (��	1�.�� 	��
(��

w =
z1z2 + z2z3 + z3z1

z1 + z2 + z3

���2��	� ���� � ��.��	 ��� ������ 	�).�� ���� C

��	� �� /�	 �� (��	1�.� 	��
(� z ������

Re

(
z + i

z − i

)
= Im

(
z + i

z − i

)
(∗)

�	 
����� �� ��+(����.� ���� L ��� ��.��	� ��� z�

�� /�	 �� (��	1�.� 	��
(� w ������

Re

(
2w

w + 1

)
= Im

(
2w

w + 1

)
(∗∗)

�	 
����� �� ��+(����.� ���� M ��� ��.��	� ��� w�

�� �	 
����� ���� (��	1�.��� ��� �.	�������� .	� ��� 1�� ��0���� (∗), (∗∗)�

"� �*�	� (��	1�.�� z �.	������� ��� ��0�� (∗) .	� 0�	� (��	1�.�� w �.	�������
��� ��0�� (∗∗)� 5��	 ���	� � (0����� .	� ���	 � �- ����� ��() ��� (�����
�	 � ��� �� (0��� ��� z − w3

��
� �	 	��1��!��� ��� 	� �� ��.���� �+� z1, z2, z3 ���2��� ����+�� ���� ��

	��.����� ��� ���	� � ��.��	 ��� z1+z2+z3

3 � ���!�� 	.�(� ��� 	�, ����-0��, ��
��.���� �+� z1, z2, z3 	�).��� ���� (��	1�	�� .�.-� ���� �� ��
�.����� ���
�������� ���	� � ��.��	 ��� z1 + z2 + z3�

�	�� �*��+ H �� ����-� �-+� �+� (��	1�.�� ��� 0���� (0��� � .	� z, w ∈ H

�� �	 	��1��!��� ��� 
	 ������ z + w − zw + 1 = 0 	� .	� (��� 	� ������
z + w + zw − 1 = 0

�� >����� ���� z, w 	� ���	� ��+��� ��� (z − 1) (w − 1) = 2

�	�� B� . 
� ��	�(	��.� 	��
(� t 	����������(� ��� (��	1�.� 	��
(� f (t) =
1+ti
1−ti � ���!�� ���

�� |f (t)| =
∣∣∣ 1
f(t)

∣∣∣ = 1

�� �*��+ ��� t1 + t2 = 2 .	� t1t2 = −1� �	 
����� ��� 	����	�� �+�
��.��+� �+� f (t1) , f (t2)�
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�� ��%� ���&���� �� ��� �� ��������

�	�� �	 	��1��!��� ��� 	� z2 + z + 1 = 0 �����

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ = (α+ β + γ)
(
α+ βz + γz2

) (
α+ βz2 + γz

)
�	�� �	 	��1��!��� ��� 	� im = in 8m,n ∈ N9 ���� im

2+4n = in
2+4m�

�	�� *��	� |z| = 1� >����� ��
∣∣∣z2(z−i)

1+iz

∣∣∣�
�	�� �	 
����� ��� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� z ��	 ����
������� ������

∣∣z + 1
z

∣∣ = 2�
��������8

(
x2 + y2

)2 − 4
(
x2 + y2

)
+ 2

(
x2 − y2

)
+ 1 =

(
x2 − 1− 2y + y2

) (
x2 − 1 + 2y + y2

)

�	�� �	 	��1��!��� ��� 	� |z| = 1 ���� Im
(

z
(z+1)2

)
= 0�

�	�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� 2����� (��	1�.�� 	��
(�� z1, z2 ������� �	
	.�-��
	�

��
(
1− |z1|2

)(
1− |z2|2

)
= (1 + z1z̄2) (1 + z̄1z2)− (z1 + z2) (z̄1 + z̄2)

�� |z1 − z2| ≤
(
1 + |z1|2

)(
1 + |z2|2

)
�		� �� |6z + 1| = |4z − 1| 
����� �� |2z + 1|�

�	
� /�	 ���� (��	1�.��� z1, z2 ���	� ��+��� ��� |z1| = |z2| = 1 .	� (z1 − z2)
2 =

−4� �	 	��1��!��� 
����� ���� z1, z2�

�
�� �
� ��� ��������� ��� �
��� +�,!���������6 5���* 
���"�'�. ��1��	� � �!��+���

x2 + (2λ− 1) x+ 8λ2 − 4λ = 0

�	 ����
�� � λ ���� �� ρ21 + ρ22 �	 ���	� (0�������


��������8 <
 λ *�=��-��� $�������	
� 	�� ρ1, ρ2 �-��� 
� �->�� ��� �)-%=%���

�
�� �*��+ ��� |z1| = r1 .	� |z2| = r2 (� 0 < r1 < r2� �	 
����� ���
(��	-����� .	� ��� (�.������ ��(� ��� (����� �	 � ��� � �	� ��	���

A = |z1 − z2|+ |z1 + z2|

�
�� �*��+ ��� |z1| = |z2| = |z3| �= 0 .	� Re
(
z1
z2

)
= Re

(
z2
z3

)
= Re

(
z3
z1

)
=

m� �	 
��
�� � m�

�
�� �*��+ � �!��+��
x2 + αx+ β = 0

���� �� α, β ���	� ��	�(	��.�� 	��
(��� �	 
����� ���0� ��0���� ��0��� �	
�.	�������� �� α, β 0��� ���� � �!��+�� �	 0��� () ��	�(	��.0� ��2�� (� (0���
(�.������ ��� ��
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�������� �� ��������� ������� ��

�
�� �	 	��1��!��� ��� 	� ������ |z1 + z2| = 2 ���� 
	 ������ Re (z1z̄2) ≤ 1�

�
�� /�	 ��� (��	1�.� 	��
(� z ������
∣∣z2 + 1

∣∣ = |z − 1|� �	 
����� ���
(0����� .	� ��� �- ����� ��() ��� (0���� ��� z�
��������8 2�-)�� $�+�� 
�� ��� z �= 1 �%���� (z + z)2 + (z + z) + |z|4 − 3|z|2 = 0� �� x = Re (z)

'�
��� �-� �)-%=%� =� $�
� x $
� $�'$�� �� '��� $�������	'� ��%����

�
�� �*��+ z0 �= 0 ��	
���� (��	1�.�� .	� α ��	
���� ��	�(	��.��� �	

����� ��� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z ��	 ����
������� ������ Re (z0z) = α �

�
�� �*��+ ��� |z| = 2� �	 	��1���
�� ���

1

4
≤

∣∣∣∣z2 + 1

z2 + 8

∣∣∣∣ ≤ 5

4

�
	� �*��+ ��� ��	 ���� (��	1�.��� 	��
(��� z, w ������� �� ��0�����

Re ((1 + i) z) = 2, wz = i

�� �	 
����� �� ��+(����.� ���� �+� ��.��+� �+� z, w

�� �	 
����� ����� 	�� ���� (��	1�.��� z 0��� �� (�.������ 1��	�� (0����
������(� �	 . ���(� �� �1�� ��	 ���� (��	1�.��� w3

�

� �
� ��� ��������� ��� ���
� D�+���(� ���� (��	1�.��� 	��
(���

z = (2λ+ 1) + (2λ− 1) i, λ ∈ R

�� 8	@9 �	 
����� ��� �!��+�� ��� ��
��	� � �+ ���� ����	 
���.���	� ��
��.���� �+� (��	1�.�� 	��
(�� z, ��	 ��� 1� '���� ��(0� ��� λ ∈ R�

8
@9 ��� ���� �	�	� �+ (��	1�.��� �	 	��1��!��� ��� � (��	1�.�� 	��=

(�� z0 0��� �� (�.������ 1��	�� (0����

�� �	 
��
��� �� (��	1�.�� 	��
(�� w �� ������ �.	�������� ��� �!��+��

|w|2 + w̄ − 12 = z0

���� z0 = 1− i = � (��	1�.�� 	��
(�� ��� 	�	'0���	� ��� �������(���
�����(	�

���� �*��+ (�	 ��� ����� ϕ : C → C (� ��� 	.�-��
�� �1��������

• ϕ (z + w) = ϕ (z) + ϕ (w) ��	 �-	 �	 z, w ∈ C

• ϕ (zw) = ϕ (z)ϕ (w) ��	 �-	 �	 z, w ∈ C

• ϕ (z) = z ��	 �-	 �	 z ∈ R
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�� ��%� ���&���� �� ��� �� ��������

�	 	��1��!��� ��� ) 
	 ������ ϕ (z) = z ��	 �-	 �	 z ∈ C ���� 
	 ������
ϕ (z) = z̄ ��	 �-	 �	 z ∈ C�

���� �*��+ (�	 ��� ����� α : C → R (� ��� 	.�-��
�� �1��������

• α (z) = z ��	 (� 	�����.� ��	�(	��.� z

• α (z1z2) = α (z1)α (z2) ��	 . 
� 2����� (��	1�.�� z1, z2�

• 7� ���� 
���.�� ��	�(	��.�� M ���� α (z) ≤M ��	 . 
� z (� |z| = 1

�	 	��1��!��� ��� α (z) = |z| ��	 . 
� z�

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr



�������� 



�
�� ��� ��������
����
������

��� &'����#����� (��
��� �'����#����

����� �� �����

���� �	 �!�� ���� 	� � 	��
(�� �� ���	� ��() ��� ��� ������ f (x) = x2 −
4x+ 1�

���� �*��+ � ��� �����

f (x) =

{
x2 − 1 x < 0
x2 + 1 x ≥ 0

�	 ���-������� ��� ��() ��� �	� ��	��� A = f (0) + f (−2) + f (f (−2))

���� �*��+ � ��� ����� g (x) = 7x3 − 2x + 1� ���!�� ��� g (2x) − g (x) =
x
(
49x2 − 2

)
�

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = x2 − 3x+ 2� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� h
������ f

(
3
2 + h

)
= f

(
3
2 − h

)
�

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = x +
√
x� �	 ��	-�
������ ��� ������	

f (x+ h)− f (x− h) = 2h

(
1 + 1√

(x+h)+
√

(x−h)

)
���� /�	 ��� ��� ����� f (x) = αx2+βx+γ ������ f (1) = 3, f (−1) = −3,
f (2) = 12� �	 
����� �	 α, β, γ�

��	� �
� �* �%&*�* ��� /�*01���&�3 Flanders# �

�� �*��+

f (x) =
1

1− x
, (x �= 1)

�� y = f(x) ���� �� x ���	� ��� (��

��



�, ���� '(����&����� )��
��� �(����&��!�

�� 1
f(y) �� f( 1y ) �� − f(y)

y
"� − 1

yf(y) #� 1
yf(y)

��
� 5��� ���	� �� ��1�� ����(�� �+� ���	��)��+�

�� f (x) =
√
x− 1 + 2

√
3− x

�� g (x) = lnx√
x2−2x−63

���� �	 
����� �	 ��1�	 ����(�� �+� �	�	. �+ ���	��)��+��

�� f (x) = x2 − 4x+ 3

�� ϕ (x) = 1
x2−4x+3

�� g (x) =
√
x2 − 4x+ 3

"� h (x) = 1√
x2−4x+3

#� ω (x) = ln
(
x2 − 4x+ 3

)
$� ψ (x) = 1

ln(x2−4x+3)

���� �	 
����� �	 ��1�	 ����(�� �+� ���	��)��+�

�� f (x) =
√

x−1
x−2

�� g (x) =
√
x−1√
x−2

���� 5��	 	�� �	 ��(��	 A (1, 1) , B (−3, 6) , Γ
(
t− 2, 2 − 3

t

)
	�).��� ���

��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ f (x) = 2x+1
x+2 3

���� /�	 ���	 ��() ��� t �� ��(��� M (t,−11) 	�).�� ��� ��	'�.) �	� ��	��
��� f (x) = 2x3 − 3x− 13

���� C ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ f (x) = αx2 + x − 2 1�0����	�
	�� �� ��(��� M (1, 4)� 5���� ���	� � α3

���� C ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������

f (x) =
αx+ 1

x+ α

1�0����	� 	�� �� ��(��� A(2, 7)� �	 
����� �� f(7)�

���� �	 . ���� ��� ��	'�.0� �	�	�� ���� �+� ���	��)��+�

�� f (x) =

{
x , x < 0

x+ 1 , x ≥ 0
�� f (x) =

{
x− 1 , x < 0
x+ 1 , x > 0

���� ������	� �� ���	��)���� f (x) = x2 + 1 .	� g (x) = 5
4x

2 − x + 7
4 �+�

����+� �� ��	'�.0� �	�	�� ���� �0(����	� ��	 A,B�

�� �	 
����� �	 A,B�

�� �	 
����� ��� �!��+�� ��� ��
��	� AB�

��	� B�	 ���(��	 ��)(	�	 �	 �.'� ���� �� y ���	��)��� ��� x�

���������	
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�
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� �

�

�

�

�

8???9

� �

�

�

�

�

(IV)

� �

�

�

�

�

��
� B�	 ���(��	 ��)(	�	 
����� ��� ��� ����� f �

8	9

� �

�

8
9

� �

�

���� B�	 ���(��	 ��)(	�	 
����� ��� ��� ����� f �

8	9

� �

�

8
9

� �

�

���� B�	 ���(��	 ��)(	�	 
����� ��� ��� ����� f 8B�� ��)(	 8	9 � Cf
	�	���2��	� 	�� 0�	 �(�.�.-�� .	� 1�� �(���
����9�

8	9

� �

�

8
9

x

y

Ο

1

1
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�" ���� '(����&����� )��
��� �(����&��!�

���� B�	 ���(��	 ��)(	�	 �	 �.'� ���� �� d ���	��)��� ��� x�

8	9 � �

�

���� � ��� � ����

� ��� � �� ��

8
9 � �

�

���� � ��� � ����

� ��� � �

�

���� /�	 ���	 ��() ��� λ � ��� ����� f (x) = (λ2 − 1)x2 + λx+ 1 (� ��1��
����(�� �� R ���	� ��� (� ��� ��� ����� g (x) = 3x2 + 2x+ 1 ��� 0��� ��1��
����(�� ������ �� R3

���� �	 	��1��!��� ��� �� ���	��)�����

f (x) =
∣∣x2 − 3x+ 2

∣∣+ 2x− 1 .	� g (x) =

⎧⎨⎩
x2 − x+ 1 x < 1

−x2 + 5x− 3 1 ≤ x < 2
x2 − x+ 1 x ≥ 2

���	� �����

���� /�	 ���	 ��() ��� λ �� ��(��� M (1, λ) 	�).�� ��� ��	'�.) �	� ��	��
��� f (x) = x3 + x+ 13

���� B�� ��)(	 	���.���2��	� � ��	'�.) �	� ��	�� ���

f (x) =
1

6
(x+ 3) (x− 1) (x− 4)

4	 ��(��	 A,B,Γ 	�).��� ����  !��	 x′x, �	 E,H ���� y′y .	� BΔ⊥ΔZ�

� � ����� ��

�

�

�

�	 
����� ��� ������	�(���� �+� ��(��+��
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� �!

�� E �� A,B,Γ �� Z,H

���� ������	� �� ���	��)���� f (x) =
√
9− x2, g (x) =

√
x2 − 3x+ 2� �	

������� ��� ���	��)���� f + g, f · g, f
g �

��	� 4�  
����(	 �+� f (x) =
√
1− x2 .	� g (x) =

√
x2 − 2 1�� ���2��	��

/�	��3

��
� C ��� ����� f ���	� ��	
��) .	� 4f (7) = 11� 5��� ���	� �� f (11)3

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = 4x+1
2x−1 � �	 	��1��!��� ��� . 
� 	��
(��

1� '���� ��� � ���	� ��() ��� f � *����� �	 	��1��!��� ��� � � 1�� ���	� ��()
��� f �

���� ��	 ��� ����� f ���	� �=� .	� f (2x− 1) = f (9)� 5���� ���	� � x3

���� �	 	��1��!��� ��� �� �	�	. �+ ���	��)���� (� ��1�� ����(�� �� R ���	�
1− 1�

�� f (x) = 3x+ 1

�� g (x) = 33x+1 + 1

�� s (x) = x3 + 1

"� g (x) = x
3 + 5

���� �	 	��1��!��� ��� �� �	�	. �+ ���	��)���� (� ��1�� ����(�� �� R 1��
���	� 1− 1�

�� f (x) = |x|+ 1

�� g (x) = x2 + x+ 1

�� s (x) = 1
x4+1

+ x2

"� g (x) = e−x2

���� �	 
����� ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R �0���	 ���� ��	 �-	 �	 x
�	 ������ f (x+ 1) = 2x+ 1�

���� 5��0� ���	� �� 	�������'�� �+� �	�	. �+ ���	��)��+�3

�� f : R → R, f (x) = ex

�� g : R∗ → R, g (x) = 1
x

�� h : [0,+∞) → R, h (x) = x2

���� �	 ������� ��� ���
��� g ◦ f ���� 	.�-��
�� ������������

�� f (x) = 1 + 1
x , g (x) =

√
1 + 1

x

�� f (x) = x2 + x, g (x) =
√
x− 5 +

√
x− 2

�� f (x) = x3 − 2x2 − x+ 2, g (x) = lnx

���� ������	� �� ���	��)���� f , g (� f (x) = |x| + 1 .	� g (x) = x + 1 .	�
��1�� ����(�� �� D� *��	� �� ���	��)���� ���� ��	��
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�0 ���� '(����&����� )��
��� �(����&��!�

�� D = R3 �� D = (−1, 1)3 �� D = (2, 4)3

��	� B�� ���(��	 ��)(	�	 �� ����� �� ��	'�.0� �	�	�� ���� �+� ���	��)=
��+� f .	� g, h� �	 �!�� ���� 	� 0���� (0����� ) �- ������

�� ��

��

��
� D�+���(� 1�� ���	��)���� f , g ����(0��� ��� R .	� ��� ��� �����

h (x) = Im
(
(f (x) + ig (x))2

)
�	 	��1��!��� ��� . 
� ��2	 ��� h ���	� .	� ��2	 ��� f ) ��� g�

���� ���!�� ��� � ��� ����� g(x) = 2x − 1 ���	� 	������06�(�� ��� �	

����� �	 .��� ��(��	 ��� ��	'�.�� �	�	�� ��+� �+� Cf , C−1

f �

���� ��	 	�� ����� f 0��� ����-� ��(�� �� 1� ���(	 [−1, 1]� 5��� ���	� ��
����-� ��(�� ��� ��� ������ g (x) = 2f (x) + 33

���� C ��
��	 y = 1 �0(��� ��� ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ f �� 1��
��(��	� *��	� � f 	������06�(�3

����� >� �����

���� �	 
����� �	 ��1�	 ����(�� �+� ���	��)��+��

�� ϕ (x) =
√

1−
√
1− x2 �� σ (x) = ln

(
e2x − 5ex + 6

)
���� /�	 ��� ��� ����� f (x) = (x+1)(x+k)

x2+1
���	� ��+��� ��� ��	 . 
� x ∈

[0, 1] ������ f (x) ∈ [0, 1]� �	 
����� �� k�

���� /�	 (�	 ��� ����� f : R → R ������ f2 (x)+x2e2x = 2xexf (x) ��	 �-	
�	 x� �	 
����� ��� ���� ��� f �

���� �
� �* �%&*�* ��� /�*01���&�3 Flanders# �

�� �*��+ �
��� ����� f : [0,+∞) → R (� f(x) = x − √

x� 4��� �� ����-� ��(�� ���
���	��

�� [0,+∞)

�� R

�� [−1
4 ,+∞)
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� �1

"� A ���� ����-� ��� ����0���	� �� 1� ���(	 [α, β] (� α, β ∈ R

#� [−1
2 ,+∞)

���� 5+� ��0��� �	 ���-���� � α ���� �� ��1�� ����(�� ��� ��� ������
f (x) = x−1

1−α−x2 �	 ����0��� �� 1� ���(	 I = [−1, 1]3

��	� �	 
����� ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R �0���	 ���� ��	 �-	 �	 x
�	 ������ f (x+ 1) = 2x+ 1�

��
� �	 
����� ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R �0���	 ���� ��	 �-	 �	 x
�	 ������ f (2x+ 1) = ex + x+ 1�

���� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ������

f (x+ y) = f (x) + f (y)

��	 �-	 �	 x, y ∈ R� �	 	��1��!��� ��� �������

�� f (0) = 0

�� f (−x) = −f (x) ��	 . 
� x ∈ R

�� f (μx) = μf (x) ��	 . 
� x ∈ R .	� . 
� μ ∈ N

"� f
(
x
ν

)
= 1

ν f (x) ��	 . 
� x ∈ R .	� . 
� ν ∈ N∗

#� f (qx) = qf (x) ��	 . 
� ��	 . 
� q ∈ Q (� q > 0

$� f (qx) = qf (x) ��	 . 
� ��	 . 
� q ∈ Q�

%� �� c = f (1) ������ f (q) = cq ��	 . 
� q ∈ Q�

���� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ��	 . 
� x, y �= 0 �������

f (xy) = f (x) + f (y)

�	 	��1��!��� ����

�� f(1) = 0

�� /�	 . 
� x �= 0 ������ f
(
1
x

)
= −f (x)�

�� /�	 . 
� x, y �= 0 ������ f
(
x
y

)
= f (x)− f (y)

"� �� ��	 �� x �= 0 ������ xν = α 8ν ∈ N9 ���� f(α) = νf(x)�

#� f(−1) = 0

$� /�	 . 
� x �= 0 ������ f(−x) = f(x)
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,� ���� '(����&����� )��
��� �(����&��!�

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = αx+β
γx+δ � (� αγ �= 0� �	 	��1��!��� ��� �	

�!)� ���	� ���1��	(	�

�� (f ◦ f) (x) = x ��	 . 
� x �= − δ
γ �

�� α = −δ

���� /�	 (�	 ��� ����� f : R → R ������ f ◦g = g◦f ��	 �-�� ��� ���	��)����
g : R → R� �	 	��1��!��� ��� f (x) = x ��	 . 
� x ∈ R

���� ���!�� ��� � ��� ����� f (x) = x3 + x − a ���	� 	������06�(�� ��� 

����� �	 .��� ��(��	 ��� ��	'�.)� ��� �	� ��	��� ��� f .	� ��� 	�������'��
����

���� �
� �* �%&*�* ��� /�*01���&�3 Flanders# �

�� B�� �����1�

� �!��+��
(
x2 + y2

)2
= 4x2y ���2�� (�	 .	(��-�� 4� ����-� �+� ���	�(0�+�

y �+� ��(��+� ��� .	(��-�� ���	�

�� [−1, 1] �� R+ �� [0, 1] "� [0, 2] #� R

���� �
� �* �%&*�* ��� /�*01���&�3 Flanders# �

�� �*��+
α, β ∈ R .	� �� ���	��)���� f1, f2, ..., fν , ... ��� ���2���	� +� �!)��

• f1 (x) = αx+ β

• �� ν ≥ 2 ���� fν = fν−1 ◦ f1
C ��0�� f1990 = f1992 �= f1991 (����� �	 �������

�� /�	 (�	 ��() ��� α .	� (�	 ��() ��� β�

�� /�	 1�� ��(0� ��� α .	� (�	 ��() ��� β�

�� /�	 ����� ��(0� ��� α .	� (�	 ��() ��� β�

"� /�	 (�	 ��() ��� α .	� ����	1)���� ��() ��� β�

#� /�	 1�� ��(0� ��� α .	� ����	1)���� ��() ��� β�

���� /�	 (�	 ��� ����� f : R → R �� ����� 	��
(�� κ, λ 0��� ���� ��	 �-	
�	 x �	 ������ (f ◦ f) (x) = κx + λ� �	 	��1��!��� ��� ��	 �-	 �	 x ������
f (κx+ λ) = κf (x) + λ

��	� ��	 ��� ����� f ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 Δ ���( 2��	� ����� 	� �� 
. 
� x, y ∈ Δ .	� ��	 . 
� α, β ∈ [0, 1] (� α+ β = 1 �������

f (αx+ βy) ≤ αf (x) + βf (y)

�	 	��1��!��� (�	 ��� ����� f : Δ → R ���	� .���) 	� .	� (��� 	� ��	 . 
�
��� 1	 	��
(�� x1, x2, x3 ∈ Δ (� x1 < x2 < x3 ������

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� ,�

��
� B�� ���(��� ��)(	 �	 �.'� ���� �� d ���	��)��� ��� x�

� �

�

� ��� � ����

� � �

�
� � �

� ��� � �� � ��� � �

���� �	 
����� ��� 	�������'�� �+� �	�	. �+ ���	��)��+��

�� f : (−∞, 1] → R (� f (x) = 3x2 − 6x+ 1

�� g (x) = e
x+1
x−1 + 1

�� f : (−∞, 0] → R (� h (x) = ex + e2x

���� �*��+ (�	 ��� ����� f : R → R� �	 	��1��!��� ��� � ��� �����

g (x) = f(x)+f(−x)
2 ���	�  ���	 ��� � h (x) = f(x)−f(−x)

2 ���	� ������)� > ���
������ 1��!�� ��� . 
� ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R (����� �	 ��	'�� +�
 
����(	 (�	�  ���	� .	� (�	� ������)� ��� �������

� � ����� � � ����

� � � ���

� � � ���

���� �*��+ (�	 ��� ����� f ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 Δ �0���	 ���� �	
�	����� ��(0� ��� 1� ���(	 (−1, 1)� �*��+ � ��� �����

g (x) =
f (x)

1 + f2 (x)

�	 	��1��!��� ��� 	� � f ���	� �����+� (������� ���� .	� � g ���	� �����+�
(������� (� ��1�� (�������	� �1�� (� ��� f �

���� B� ���0� 	�� ��� ���(���� ����������� � ��� ����� f ���	� �����+�
	�!���	 ��� 1� ���(	 Δ
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,� ���� '(����&����� )��
��� �(����&��!�

�� f (x) = 3x−
√
2, Δ = (−∞,+∞)

�� f (x) = x (x+ 1) , Δ = (−3,−2)

�� f (x) = x2 + 1, Δ = (−1, 1)

"� f (x) = − 1
x , Δ = (0,+∞)

#� f (x) = ημx,Δ = (0,+∞)

$� f (x) = x12,Δ = [0, 1]

���� ������	� �� ���	��)����

f (x) =
ex + e−x

2
.	� g (x) =

ex − e−x

2

8��������	
 ���
������ .	� ��������	
 
������9� �	 	��1��!��� ����

�� C f ���	�  ���	 .	� � g ������)�

�� ?����� f(x) > g(x) ��	 �-	 �	 x

�� C g ���	� �����+� 	�!���	�

"� ?�����
f2 (x)− g2 (x) = 1

��	 �-	 �	 x�
40-���

#� �	 
����� ��� 	�������'� ��� g�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� � g ◦ f ���	� �=� ���� .	� � f ���	� �=��

���� �*��+ f (x) = 2x+3� �	 ���-������� ��� �	� ��	��� A = f−1
(
f (1) + f−1 (1)

)
�

���� �*��+ ��� � f ���	� �����+� 	�!���	� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 . ����
x ������ f

(
x2 − 2x

)
≤ f (−1) ���� 
	 ���	� x = 1�

��	� /�	 ��� ��� ����� f : (0,+∞) → R ������ f (ex) = 2x + 1� �	
	��1��!��� ��� ��	 . 
� 2����� 
���.�� 	��
(�� α, β ������ f (αβ) = 2 lnα+
2 ln β + 1�

��
� /�	 (�	 ��� ����� f (� ��1�� ����(�� �� R ������ f (x+ 1) = f
(
x2
)

��	 . 
� x� *��	� 	������06�(�3

���� 5�� ���	� � 	�������'� ��� f (x) = x2ν+1, ν = 1, 2, ...3

���� �� f (x) = α
x 
����� ��� α ���� �	 ������ f = f−1�
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� ,�

���� �� �� f ◦ g .	� g ���	� �����+� 	�!����� .	� g (Dg) = Df ���	�  �	��
.	� � f �����+� 	�!���	3

���� /�	 (�	 ��� ����� f : R → R .	� ��	 ����� 	��
(��� α < β < γ ���	�
��+��� ��� (f (β)− f (α)) (f (γ)− f (β)) < 0� ������ � f �	 ���	� �����+�
(�������3

���� �	 	��1��!��� -����(���� ��� (�	 �����+� (������� ��� ����� 0��� ��
��-� (�	 ��2	�

���� 7� �����  �	�� �����+� (�������� �����1�.0� ���	��)����3

���� �� ���	��)���� f, g, h ���	� ����(0��� �� 0�	 1� ���(	 � .	� �	������

���.0� ��(0�� �� 1�� ������ ���	� 	�!����� .	� � ����� ���	� '
�����	� �	
.	
������� �� ��1�� (�������	� �+� ���	��)��+��

�� f + g − h �� fg − h, �� 1
fg + 3h

���� �� ���	��)���� f, g, ���	� ����(0��� �� 0�	 1� ���(	 � .	� �	������

���.0� ��(0�� �	 	��1��!��� ����

�� �� � f �	����� 2�� (0����� 8	��������+�� �- �����9 ��� x0 ���� � 1
f

�	����� 2�� �- ����� 8	��������+�� (0�����9 ��� x0�

�� �� �� f, g �	����� 2��� �- ����� 8	��������+�� (0�����9 ��� x0 ����
.	� � f + g �	����� 2�� �- ����� 8	��������+�� (0�����9 ��� x0

��	� �� f (x) = x+1
x−1 �

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� 	������06�(� .	� ������ f = f−1�

�� �	 ������� ��� ��� ����� f ◦ (2f)�

��
� �	 	��1��!��� ��� . 
� �����+� (������� ��� ����� ���	� 	������06=
�(� .	� ��� � 	�������'� ��� ���	� ������ �����+� (������� (� �� �1�� ��1��
(�������	��

�	�� C ��	'�.) �	� ��	�� (�	� ��� ������ f ���	� � ��
��	 ��� 1�0����	�
	�� �� ��(��� A(2, 3) .	� 0��� �����-���) 1���
����+� �� �'�� 
����� ���
���� ��� f �	 
����� ��� f−1�

�	�� �*��+ f (�	 �����+� 	�!���	 ��� ������ �	 	��1��!��� ��� �	 .��� 
��(��	 �+� Cf .	� Cf−1 =�'� ���� �� �����= 	�).��� ���� ��
��	 y = x�

�	�� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f (x) = x2ημ2x − συνx ��� 1� ���(	
Δ =

[
0, π2

]
���	� �����+� 	�!���	�

�	�� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f (x) =
√
x |x+ 1| |x+ 2| |x+ 3| ���	�

�����+� 	�!���	�
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,, ���� '(����&����� )��
��� �(����&��!�

�	�� �	 	��1��!��� ��� 	� (�	 ��� ����� f �	����� 2�� �- ����� ��� x0 .	�
� g ���	� 	�!���	 ���� � g ◦ f �	����� 2�� .	� 	��) �- ����� ��� x0� 4� 
	
���0
	��� 	� � g )�	� '
�����	3 �������� ;(� �� ( ��< �	 
����� �� �- �����
��� w (x) = 2ημx + 3ημx3

�	�� �*��+ � ��� �����

f (x) =

{
x

λ(x−1) , x �= 1
λ , x = 1

�	 
����� ��	 ���0� ��(0� ��� λ � f ���	� �=�� /�	 	��0� ��� ��(0� �	 
��
�� �
f−1�

�	�� /�	 ��� ��� ����� f ���	� ��+��� ��� ��	 �-	 �	 x ∈ R ������

f3 (x) + f (x) + x = 0

�'�� 	��1��!��� ��� � f ���	� �=� �	 
����� ��� 	�������'� .	� �� ��1�� (���=
����	� ��� f �

�	�� ��	 ��� ����� ���	� �=�� ������ �	 ���	�  ���	3

�		� ��	 ��� ����� f : (0, 1) → R ���	� �����+� (�������� �*��� (0�����3
*- �����3

�	
� �� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f (x) =
(
3
5

)x
+
(
4
5

)x
���	� �����+�

'
�����	�

�� �	 	��1��!��� ��� � �!��+�� 3x+4x = 5x 0��� (��	1�.) -��� ��� 	��
(�
��

�
�� �� ���	��)���� f(x) = ημx .	� g(x) = εϕx ���	� �����+� (��������
��� 1� ���(	 (0, π2 ) .	� ���(0�+� 	������06�(��� 7��
0��� ��� 0���� (�	 	�=
�
(�(��	�) 8.�(������� .�9 (� �� ����� (������� �	 
���.��� �� f−1(x) ��	
. 
� x� 5+� 
	 
����� �� g−1(α)3

�
�� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ������ f (f (x)) = x ��	
. 
� x� �	 	��1��!��� ��� ���	� 1 − 1� A	����� �	 	��1��!��� ��� f = f−1�
�������� �	 
����� (�	 ��� ����� (� 	��) ��� �1�����	3 ��--�3

�
�� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ������

xf (x) + f (1− x) = x2 + x+ 3

��	 . 
� x� �	 
����� ��� f �
��������	 �� *'%��� 
$
� x �
 1− x�

�
�� /�	 (�	 ��� ����� f ���	� ��+��� ��� �	 ��(��� ��� ��	'�.)� ��� �	� �=

�	��� ��� ���	� �	 ��(��	 M
(
t+1
t+2 ,

t+2
t+3

)
, t �= 2, 3� �	 
����� ��� f �
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�
�� �*��+ � ��	������� ����������� fλ (x) = x2 + λx + 1, λ ∈ R 8>-�
��)(	9�

� � � � � ��

� � ��� � �

� � �

�� >����� ��� ����� fλ ���� � Cλ �	 1�0����	� 	�� �� ��(��� M(1,
√
2)�

�� 7� ����  �	�� ��� ����� fλ ��� �	�	� �+ ��.��0���	� ��� (0��� ���
��	'�.)� ��� �	� ��	��� �	 
���.��	� . �+ 	�� ���  !��	 x′x3

�
�� ��	 ��� ����� ϕ ���	� �����+� 	�!���	� �	 -����� ��� �!��+��

ϕ
(
x2 + 4

)
= ϕ (4x)

�
�� �
� ��� ��������� ��� �

	# $%�&' (� C ��� ����� f : R → R
�.	������� �� ��0���

f (f (x)) + f3 (x) = 2x+ 3, x ∈ R

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� ;0�	 ���� 0�	<�

�� �	 -����� ��� �!��+���

f
(
2x3 + x

)
= f (4− x) , x ∈ R

�
�� �*��+

f (x) =
x

1 + |x|

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����+� 	�!���	�

�� �	 	��1��!��� ��� �� ����-� ��(�� ��� f ���	� �� 1� ���(	 (−1, 1)�

�� �	 
����� ��� f−1�
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�
	� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ��	 �-	 �	 x �������

x3 + x2 + 3x+ 1 ≤ f (x) ≤ x4 − x3 + 2x2 + 3x+ 1

�	 
����� �	 f(0) .	� f(1)�

�

� �*��+ � ��� ����� f (x) = 2x+
√
4x2 + 1

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x1 �= x2 ������

f (x1)− f (x2)

x1 − x2
= 2

(
1 + 2

x1 + x2√
4x21 + 1 +

√
4x22 + 1

)

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x1 �= x2 ������ f(x1)−f(x2)
x1−x2

> 0

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� 	������06�(��

"� �	 
����� ��� 	�������'� ��� f �

���� �*��+ f : Δ → R (�	 �����+� (������� ��� ����� ���� �� Δ ���	� 0�	
����	�
 1� ���(	� �	 	��1��!��� ��� � f 1�� 0��� ���� (0����� ���� �- ������

���� C ��� ����� f (x) = e−x2
1�� 0��� �- ������ /�	��3

���� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��� ����� f 0��� (0����� ��() �� M ���� ��	

. 
� x1, x2 ∈ Df 
	 ������ f(x1)+f(x2)
2 ≤M �

���� �*��+ ��� (�	 ��� ����� ���	� ����(0�� �� 	���.�� 1� ���(	 .	� 0���
(0����� ��()� �	 	��1��!��� ��� 1� ���	� (��������

���� /�	 ���	 ��() ��� t �� ���	��)���� f (x) = (2−t)x2+2t
x+3−t .	� g (x) =

(2t−1)x2+2
x+2t ���	� ����3

���� D�+���(� 1�� ���	��)���� f, g ����(0��� ��� R� �*��+ I � �������	�

������
�
 ��� R 81�-	1) I(x) = x ��	 �-	 �	 x9�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� g ◦ f = I ���� � f ���	� 1− 1�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� f ◦ g = I ���� �� ����-� ��(�� ��� f ���	� �� R�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� g ◦ f = I, f ◦ g = I ���� � f ���	� 	������06�(� .	�
� 	�������'� ��� ���	� � g�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� �� ���	��)���� f, g ���	� 	������06�(�� .	� ���2��	� �
���
��� g◦f ���� .	� � g◦f ���	� 	������06�(� .	� ������ (g ◦ f)−1 = f−1◦g−1�

���� �*��+ f (x) = x2 − x + 2 .	� h (x) = x (x− 1)� �	 
����� ��� �����
g (x) = αx+ β �0���	 ���� g ◦ f = h�
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��	� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �*��+ C � ��	(() ���
����01�� (� �!��+�� y = αx3 + βx2 + γx+ δ, ���� α, β, γ, δ���	� ��	�(	��.��
	��
(�� .	� α �= 0� �*��+ A (x1, y1), B (x2, y2), Γ (x3, y3), Δ(x4, y4) ��(��	
��� C� 7��
0���� ��� �� (0�� ��� ��
��� ((�� �()(	��� AB ��(������ (� ��
(0�� ��� ��
��� ((�� �()(	��� ΓΔ .	� ������ ���
0���(� ��� �� (0�� 	���
1�� 	�).�� ���� ��
��	 ��� 0��� �!��+�� β + 3αx = 0�

�� �	 	��1���
�� ��� x1 · x2 = x3 · x4

�� �	 	��1���
�� ��� �� ��(��� A ��(������ (� �� ��(��� Γ ) (� �� ��(���
Δ�

��
� *��	�  �	�� ��  
����(	 1�� 	������06�(+� ���	��)��+� 	������06�(�
��� �����3

���� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� ��� ����� f �� ���� α ∈ R 0��� ���� �
��� ����� g (x) = f (x)− α �	 0��� (�	 ���- ������ ��2	�

����� /� �����

���� *��	� ��+��� .	� (������� �	 �� �����(�������� �-��
��	 ��� 	� ���2���	�
�� ���	��)���� g ◦f .	� h◦ (g ◦ f) ���� ���2���	� .	� �� h◦g .	� (h ◦ g)◦f .	�
( -���	 ������ (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)� 5����	
����� 1����� (�	 	��1��!��

���� �*��+ (�	 ��� ����� f .	� A, B 1�� (� .�� �������-	 ��� ��1���
����(�� ���� �	 	��1��!��� ���

�� f (A ∪B) = f (A) ∪ f (B)

�� �� A ∩B �= ∅ ���� f (A ∩B) ⊆ f (A) ∪ f (B)

�	 1����� 0�	 �	� 1���(	 (� �� ����� �	 '	����	� ��� � ������	 ��� 8
�9 1��
�������

���� /�	 (�	 ��� ����� ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 Δ ������

f (x)− f (y) ≤ (x− y)2 ��	 �-	 �	 x, y

�	 	��1��!��� ��� ���	� ��	
��)�

���� �
� �* �%&*�* �'� 2��&
��/*� APMO# �
	
� �	 ����=
1�������� �-�� ��� ���	��)���� f : R → R ��	 ��� ������ �������

• C f ���	� �����+� 	�!���	�

• f (x) + g (x) = 2x, ���� g = f−1
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,0 ���� *+��� '(����&��!�

��� )*��� &'����#����

����� �� �����

���� B�	 ���(��	 ��)(	�	 	���.���2��	� � ��	'�.) �	� ��	�� (�	� ��� �����=
� f (� ��1�� ����(�� �� R� B� . 
� ������+�� �	 ��(�-������� ��� ���������

f (2) = ... lim
x→2

f (x) = ... f (3) = ... lim
x→3

f (x) = ...

8	�9

� �

�

8
�9

� �

�

8��9

� �

�

81�9

� �

�

8��9

� �

�

8ς ′9

� �

�

���� �	 ��(�-������� ��� ���������

�� lim
x→2

x =

�� lim
x→3

x2 =

�� lim
x→α

β =

"� lim
x→β

α

#� lim
x→β+

β =

$�
lim

x→β−
(−β) =

%� lim
u→2

u =

&� lim
u→v

u =

���� B�� ��)(	 ��� 	.�-��
�� �� ���� � ��	'�.) �	� ��	�� (�	� ��� ������
f �
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� �

�

�	 ��(�-������� ��� ���������

�� lim
x→2+

f (x) =

�� lim
x→2−

f (x) =

�� lim
x→−1−

f (x) =

"� lim
x→−1+

f (x) =

#� lim
x→0−

f (x) =

$� lim
x→0+

f (x) =

%� lim
x→1−

f (x) =

&� lim
x→1+

f (x) =

��	� B�	 ��)(	�	 ��� 	.�-��
��� �� ���� � ��	'�.) �	� ��	�� (�	� ��� �����=
� f � �	 
����� . 
� 0�	 	�� �	 ���	

lim
x→−2−

f (x) , lim
x→−2+

f (x) , lim
x→2−

f (x) , lim
x→2+

f (x)

(� 1�1�(0�� ��� �� . 
� ������+�� ���	� +∞ ) −∞�

8	�9

� �

�

8
�9

� �

�

8��9

� �

�

81�9

� �

�

��
� �	 ���-������� �	 �	�	. �+ ���	�

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



�� ���� *+��� '(����&��!�

�� lim
x→1

(
x2 − 1

)
�� lim

x→2

(
x2 − 3x+ 2

) �� lim
x→−1

√
x2 + 1

"� lim
x→−1

(|x|+ 1)

#� lim
x→α

(|x|+ 1)

$� lim
x→1

x
x+2

���� �	 ���-������� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→1

x2−1
x−1

�� lim
x→1

x2−3x+2
x−1

�� lim
x→1

x2−3x+2
x2−4x+3

"� lim
x→2

x3−4x2+x+6
x−2

#� lim
x→−2

x3+2x2−x−2
x2−4

$� lim
x→−2

x3+3x2−4
x2−4

���� �	 ���-������� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→0

(x+1)4−x−1
x−1

�� lim
x→1

x−4+3|x|
x−1

�� lim
x→3

x− 9
x

x2− 27
x

"� lim
x→−2

x2+4x+4
|x+2|

#� lim
x→1

|4x−2|−|x+1|
x2−1

$� lim
x→2

|2x+2|−|x+1|−3
|x+3|−|3x−1|

���� �	 ���-������� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→1

√
x−1

x2−1

�� lim
x→1

√
x+3−3
x−6

�� lim
x→2

x−√
3x−2

x2−4

"� lim
x→−8

√
1−x−3√
x−2

#� lim
x→16

4√x−2√
x−4

$� lim
x→−4

√
5+x−1
x2+4x

���� C ��� ����� f ���	� ����(0�� ��� R .	� ������ lim
x→0

f (x) = 1 .	�

lim
x→1

f (x) = 0� �	 
����� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→0

f (x+ 1)

�� lim
x→1

f (x− 1)

�� lim
x→0

f
(ημx

x

)
"� lim

x→1
f ((x− 1) ex)

#� lim
x→1

f (xx)

$� lim
x→0

ln (f (x))

���� �	 ���-������� �� ���� lim
x→x0

f (x) ���� �	�	. �+ ������������

�� f (x) =

{
x , x < 0
x2 , x ≥ 0

��	� x0 = 2

�� f (x) =

{
x+ 1 , x ≤ 1
x2−2
x+1 , x > 1

��	� x0 = 2

�� f (x) =

{
x , |x| ≤ 1

x+ 1 , |x| ≥ 2
��	� x0 = −4

"� f (x) =

{
x− 2 , x ≤ 2
x+ 2 , x > 2

��	� x0 = e

���� �	 
����� �	 ���	�
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�� lim
x→2

x2+5
x2−3

�� lim
x→√

3

x2−3
x4+x2+1

�� lim
x→1

(x−1)
√
2−x

x2−1

"� lim
x→0

√
1+x2−1

x

#� lim
h→0

(x+h)4−x4

h

$� lim
x→1

x3−x2−x+1
x3+x−2

���� �*��+ � ��� ����� ϕ (x) = x4−5x2+6
x4−9

� �	 ���-������� �	 ���	�

�� lim
x→√

3
ϕ (x) �� lim

x→3
ϕ (

√
x) �� lim

x→1−√
3
ϕ (1− x)

���� �	 ��(�-������� ��� ���������

�� lim
x→5−

1
x−8 =

�� lim
x→6−

1
x−8 =

�� lim
x→7−

1
x−8 =

"� lim
x→8−

1
x−8 =

#� lim
x→9−

1
x−8 =

$� lim
x→7+

1
x−8 =

%� lim
x→8+

1
x−8 =

&� lim
x→9+

1
x−8 =

��	� �	 
����� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→2+

1
x−2

�� lim
x→2+

1
2x−4

�� lim
x→2+

1
x2−4

"� lim
x→2+

1
x4−16

#� lim
x→2+

1
8−x3

$� lim
x→2+

1
x2−3x+2

%� lim
x→2+

1√
2−√

x

&� lim
x→2+

x+2
2−x

��
� �	 
����� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→−3−

1
x+3

�� lim
x→−3+

1
x+3

�� lim
x→−3+

1
x2−9

"� lim
x→−3−

1
x3+27

#� lim
x→−3+

1
x2+x−6

$� lim
x→−3+

1
−3x−x2

���� �	 
����� �	 ���	�

�� lim
x→2

x−3
(x−2)2

�� lim
x→1

x+7
x3+x2−5x+3

�� lim
x→−3+

7+x3

x3+x2−5x+3

"� lim
x→−3−

|x−1|+x
x+3
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#� lim
x→−2

|x2−3x|+x

x+2
$� lim

x→−2+

√
x+3+

√
x+4√

x+2

���� �	 ��(�-������� ��� ��������

�� lim
x→+∞ (x+ 3) =

�� lim
x→+∞

1
x+3 =

�� lim
x→+∞

(
x2 − 9

)
=

"� lim
x→+∞

√
x+ 1 =

#� lim
x→+∞ (3− 2x) =

$� lim
x→+∞

1
3−2x =

���� �	 ��(�-������� ��� ��������

�� lim
x→+∞ 4x+1 =

�� lim
x→+∞

√
2x + 1 =

�� lim
x→+∞

(
x− x2

)
=

"� lim
x→+∞x (x− 3) =

#� lim
x→+∞ (2− x)

√
x+ 4 =

$� lim
x→+∞

(
3
5

)x
���� �	 
����� �	 ���	�

�� lim
x→+∞ ln

(
x2 + 1

)
�� lim

x→−∞ ln
(
x4 + 1

)
�� lim

x→−∞ (|x+ 1| − 3)

"� lim
x→+∞ (|x+ 1| − |x− 1|)

#� lim
x→−∞ (2x + x)

$� lim
x→+∞ (x+ |−x+ 1|)

���� �	 
����� �	 ���	�

�� lim
x→+∞

(
2x +

(
1
2

)x)
�� lim

x→+∞
2x+3x

4x+5x

�� lim
x→−∞

2x+3x

4x+5x

"� lim
x→+∞

|x−1|+x
x+3

#� lim
x→+∞

|x2−3x|+x

x+2

$� lim
x→+∞

√
x+1+

√
x√

x+2

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = x2+3x+2
x4+4x+3

�� �	 
����� �� ��1�� ����(�� ����

�� �	 
����� �	 ���	�

8	@9 lim
x→+∞ f (x) 8
@9 lim

x→−∞ f (x) 8�@9 lim
x→5

f (x) 81@9 lim
x→−5

f (x)
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8�@9 lim
x→−2−

f (x) 8G@9 lim
x→−2+

f (x) 82@9 lim
x→−2

f (x) 8�@9 lim
x→−1−

f (x)

8
@9 lim
x→−1+

f (x) 8�@9 lim
x→−1

f (x) 8�	@9 lim
x→e

f (x) 8�
@9 lim
x→0

f (x)

���� �����	� � ��� �����

f (x) = x2 − x+ 2

�	 
����� �	 ���	�

�� lim
x→1

f (x)

�� lim
y→3

f (y)

�� lim
x→2

f (−x)

"� lim
x→2

f (f (x))

#� f
(
lim
x→2

f (x)
)

$� lim
x→2

f (x+ y)

%� lim
x→2

(
lim
y→3

f (x+ y)

)

&� lim
y→3

(
lim
x→2

f (x+ y)
)

H� lim
x→2

(
lim
x→3

f (x+ y)
)

�:� lim
t→2

(
lim
x→t

f (x)
)

���� �����	� � ��� �����

f (x) =

{
x2 + px+ q x ≤ 1√

x2+3−p+1
x−1 x > 1

�	 
����� �	 p, q 0��� ���� � f �	 0��� ���� ��� 1�

��	� �����	� � ��� �����

f (x) =

{
−x+ 4 αν x < 1

3x αν x ≥ 1

+�. �	 
����� �� ���� ��� f ��	� �� x �������

�� ��� #

�� ��� $ 	�� (�.������� ��(0�

�� ��� +∞

"� ��� −∞

#� ��� � 	�� (��	-������ ��(0�

$� ��� � 	�� (�.������� ��(0�

%� ��� �

&� ���
√
m2 + 1

+7. �	 
����� ��	 ���	 ��	�(	��.) ��() ��� α �� ���� ��� f ��� α ���	��
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�� " �� α2

��
� �
� ��� ��������� ��� �
�	# ������!����� �*� 8����� 
&*�'&*����� �3����� �	 
�����, �����(�������	� ��+��0� �1�������, ��

���� ��� ��� ������ ϕ (x) = x2−3x+20
3x−4 ��	� x→ 3�

���� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' IV� �*��+ � ��	�(	��.)
��� ����� ψ ��� ��	�(	��.)� (��	
-��)� x (� ψ (x) = 2x−10

5−√
5x
� �	 
����� ��

lim
x→5

ψ (x)�

���� �	 
����� �	 ���	

�� lim
x→+∞

(
3x2 − 7x+ 9

)
�� lim

x→+∞
x2−x+1
x2+1

�� lim
x→−∞

(
−3x8 + 3x2 + 6x

)
"� lim

x→−∞
x2−x+1
x2+2

#� lim
x→+∞

x2

x2−9x

$� lim
x→+∞

(1−x)(x2−3)
2x2−1

%� lim
x→−∞

x−5x4

x3−9x

&� lim
x→+∞ (x− 2)

(
1 + 1

x−2 +
1

(x−2)2

)
H� lim

x→+∞
√
5x2 − x+ 1

�:� lim
x→−∞

√
4x4 − x3 + 1

���� �	 
����� �	 ���	

�� lim
x→+∞

∣∣x3 − 3x+ 2
∣∣

�� lim
x→−∞

√
x2 − 3x+ 1

�� lim
x→+∞

(√
x2 − 3x+ 1− x2

)
"� lim

x→−∞
(
x
∣∣x3 − 1

∣∣+ x2 + 1
)

#� lim
x→+∞

x+|1−x|
2x−1

$� lim
x→+∞

x+
√
x2+1

2x+3
√
x2+1

%� lim
x→+∞

x−√
x2+1

x+
√
x2+1

&� lim
x→+∞

(√
x2 + x− x

)
H� lim

x→+∞
(√
x+ 1 +

√
x+ 2−√

x
)

�:� lim
x→−∞

√
x2+1−|x+1|√

1−x

����� >� �����

���� �	 	��1��!��� ��� 	� lim
x→σ

|ϕ (x)| = 0 ���� lim
x→σ

ϕ (x) = 0�

���� /�	 ��� ���	��)���� f, g ���	� ��+��� ���

lim
x→σ

f (x) = α, lim
x→σ

|f (x)− g (x)| = 0

�	 	��1��!��� ��� lim
x→σ

g (x) = α�

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr
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���� D�+���(� ��� ���	��)���� (� f, g (� ��1�� ����(�� �� R �0����� �=
��� �	 ������ f (x) ≤ 0 ≤ g (x) ��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ��� 	� ������
lim
x→σ

|f (x)− g (x)| = 0 ���� ������ lim
x→σ

f (x) = lim
x→σ

g (x) = 0�

���� �� κ > λ > 0 �	 
����� �� ���� lim
x→+∞

κx−λx

κx+λx �

���� /�	 (�	  ���	 ��� ����� f (� ��1�� ����(�� �� R ������ lim
x→+∞ f (x) = a�

5��� ���	� �� lim
x→+∞ (f (x) + f (−x))3

��	� �	 	��1��!��� ��� 	� lim
x→+∞

(
f (x)−

(
αx2 + βx+ γ

))
= 0 �����

�� α = lim
x→+∞

f(x)
x2

�� β = lim
x→+∞

f(x)−αx2

x

�� γ = lim
x→+∞

(
f (x)−

(
αx2 + βx

))
��
� /�	 ��� ���	��)���� f .	� g (� ��1�� ����(�� �� R ������

lim
x→σ

(f (x) + g (x)) = p ∈ R, lim
x→σ

(f (x) g (x)) = s ∈ R

�	 	��1��!��� ����

lim
x→σ

(
f2 (x) + g2 (x)

)
= p2 − 2s

���� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 ��� ��� ����� f (x) ��	 . 
� x �= 0 ������(
f (x)− ημx

x

) (
f (x)− ημ2x

2x

)
≤ 0 ���� lim

x→0
f (x) = 1�

���� /�	 ���0� ��(0� �+� λ, μ ������ lim
x→+∞

(λ−3μ)x2+4x+1
(λ+μ)x+5 = 13

���� �	 -����� ��� �!��+�� lim
α→0

ημα√
α+x2−x

= 2�

���� /�	 ��� ��� ����� ϕ : R → R ���	� ��+��� ��� ������

ημx+ αx ≤ xϕ (x) ≤ x4 + (α+ 1) x

��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ��� lim
x→0

ϕ (x) = α+ 1�

���� �*��+ f : R → R ��	 ��� ����	 ������ lim
x→1

f (x) = 1� �	 
����� �� ����

lim
x→0

(x+ 1) f
(ημx

x

)
�

���� �	 
����� �� ����

lim
x→0+

ημ
√
x
√
x√

x2 +
√
x3
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���� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' (� B��� �!�� ���� �.�����
��� ����� � �0
�.� �� �!)� 2)��(	�

�� ��	
�	 �� ��
� ��� �������
�� (αν) �	

αν =
(√

7ν4 + 6ν + 5−
√

7ν4 + 3ν + 3
)√

63ν2 − 5ν + 20

�	 	�	��)���� �� 	��������� �����(	 ��	 ���	��)���� 1�-	1)�

�	 
����� �� ���� ��	 x→ +∞ ��� ��� ������

f (x) =
(√

7x4 + 6x+ 5−
√

7x4 + 3x+ 3
)√

63x2 − 5x+ 20

���� �	 
����� �� ����

lim
x→0+

2
x+1
x + 3

1
x

2
1
x − 3

1
x

��	� /�	 (�	 ��-�+��(�.) ��� ����� f(x) ���	� ��+��� ����

�� lim
x→0

f (x) = −4

�� lim
x→+∞

f(x)
x+α = 2

�� lim
x→2

f(x)
x+α = β �= 0

�	 
�0��� ��� f .	� ���� 	��
(��� α, β�

��
� >����� �� ����

lim
x→+∞

2x + 3x

2x + 3x+1

���� /�	 ��� 1� '���� ��(0� ��� μ ∈ R �	 
����� �	 ���	�

�� lim
x→+∞

(μ−1)x3+4x+1
μx2+1

�� lim
x→1

(μ−1)x3+4x+1
μx2+1

�� lim
x→+∞

(√
x2 + 2x− 3 + μx

)
���� �����	� � ��� �����

f (x) =

{
−x+ 4 , x < 1

3x , x ≥ 1

�� �	 
����� �	 ���	 ��� f ��	� �� x �������
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8	@9 ��� #

8
@9 ��� $ 	�� (�.������� ��(0�

8�@9 ��� +∞
81@9 ��� −∞

8�@9 ��� � 	�� (��	-������ ��(0�

8G@9 ��� � 	�� (�.������� ��(0�

82@9 ��� �

�� �	 
����� ��	 ���	 ��	�(	��.) ��() ��� α �� ���� ��� f ��� α ���	��

8	@9 1

8
@9 5− α
2

���� >����� �� ����

lim
x→−∞

(√
x2 + 1 + μx

)
���� �	 
����� �	 ���	

�� lim
x→+∞x

3
2

(√
x3 + 1−

√
x3 − 1

)
�� lim

x→+∞
x+|x2+x+1|

x+|(1−2x)(x+2)|

���� �� κ > λ > μ > 1 ���� ���	� �� ���� lim
x→+∞ (κx − λx − μx)

���� �*��+ � ��� �����

f (x) =
√

(x− α) (x− β)− x ���� α < β

�� �	 
����� �� ��1�� ����(�� ����

�� �	 
����� �	 ���	�

8	@9 lim
x→+∞ f (x)

8
@9 lim
x→−∞ f (x)

8�@9 lim
x→α−

f (x)

81@9 lim
x→β+

f (x)

8�@9 lim
x→α+β

2

f (x)

8G@9 lim
x→|β|

f (x)

82@9 lim
x→+∞ (f (x) + f (−x))

8�@9 lim
x→+∞ |f (x)|

���� �*��+ � ��� �����

f (x) =
x2ημ 1

x

ημx

�� �	 
����� �� ���� ��� f ��	 x→ 0�

�� �	 	��1��!��� ��� � f 1�� ���	� (������� �� .	�0�	 	�� �	 1�	��)(	�	
(0, h) (� h > 0�
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���� D�+���(� ��� ���	��)���� f (x) = 1+ x2 .	� h (x) =

{
x3, x < 0
1, x ≥ 0

�

�	 
����� 	� �� ����� ��(0� ��� λ ���� �	 ������

lim
x→0

f(x)− λ

h(x)
= 0

��	� �	 
����� �� ����

lim
x→+∞

(
x3 + ημ3x+ x+ ημx

)
��
� /�	 ��� ��� ����� f : (0,+∞) → R ������

∣∣(1 + x2
)
f (x) + x2

∣∣ ≤ x
��	 �-	 �	 x� �	 
����� �� lim

x→+∞ f (x)�

���� �*��+ (�	 ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� 1� ���(	 (σ1, σ2) .	� P (α, β)
0�	 ��(��� ��� ����01��� B� . 
� ��(��� M (x, f (x)) ��� Cf 	����������(�
��� 	����	�� ��� d(x) 	�� �� P �

�� �	 	��1��!��� ��� 	� σ2 = +∞ ���� lim
x→σ2

d (x) = +∞

�� �� ������ lim
x→σ2

d (x) = +∞ ���	�  �	�� σ2 = +∞3

���� �*��+ � ��� �����

f (x) = lim
y→+∞

(
x2 + 1

)
y3 + x2y2 +

(
x3 + x

)
y + x3 + x

xy3 + x4x2 + 1

�	 	��1��!��� ��� ���	� ��� (� ��� ��� ����� g (x) = x2+1
x �

���� ��
lim
x→0

f (x) = t2 − 2t

.	�
lim
x→0

f (ημx) = t− 2

����� (����� �	 ���	� � t3

���� �	 
����� ��	 ���0� ��(0� �+� α, β ������

lim
x→+∞

(√
x2 − x− 1− αx− β

)
= 0

����� /� �����

���� �	 
����� �	 ���	�

�� lim
x→1

(xν−1)(xν+1−1)(xν+2−1)...(xν+k−1−1)
(x−1)(x2−1)(x3−1)...(xk−1)

�� lim
x→0

μ√x+α− μ√α−x
ν
√
x+α− ν

√
α−x

���������	
 ��	��
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�� lim
x→1

(xμ−1)2−(xμ−1)(xν−1)+(xν−1)2

(xμ−1)2+(xμ−1)(xν−1)+(xν−1)2

���� �*��+

P (x) = xν + αν−1x
ν−1 + αν−2x

ν−2 + ...+ α1x+ α0

Q (x) = xν + βν−1x
ν−1 + βν−2x

ν−2 + ...+ β1x+ β0

.	� 0��+ 	.�(�

H (x) = ν
√
P (x)− ν

√
Q (x)

�� �	 	��1��!��� ��� �� ��1�� ����(�� ��� ��� ������ H ����0��� . ����
1� ���(	 ��� (��')� (r,+∞)�

�� �	 	��1��!��� ���

lim
x→+∞H (x) =

αν−1 − βν−1

ν

���� B���  �.��� 	��) 
	 	��1��!��� ��� �� ���	��)���� συν, ημ .	� εϕ 1��
0���� ���� ��	 x→ +∞ .	� ��	 x→ −∞� �*��+ f(x) = συνx�

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� ��() ��� x �������

f (2x) = 2f2 (x)− 1 = 1− 2f2
(
x− π

2

)
�� �	 	��1��!��� ��� 	� � f 0��� ���� L ��	 x → +∞ ���� �� L 
	 ���	�

��	�(	��.�� 	��
(�� .	�

L = 2L2 − 1 = 1− 2L2

�� �	 	��1��!��� ��� � f 1�� 0��� ���� ��	 x→ +∞�

"� �	 	��1��!��� ��� � f 1�� 0��� ���� ��	 x→ −∞�

#� �	 	��1��!��� ��� � ημ 1�� 0��� ���� ��	 x→ +∞ ) ��	 x→ −∞�

$� �� ��� 
�)
��	 ���, ��+��)�, ��0��� συνx =
1−εϕ2 x

2
1+εϕ2 x

2
�	 	��1��!���

��� � εϕ 1�� 0��� ���� ��	 x→ +∞ ) ��	 x→ −∞�

��� &'��+��� &'����#����

����� �� �����

���� B� ���0� 	�� ��� �	�	. �+ ����������� � ��� ����� f ���	� �����)� ���
x03
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8	�9

��

�����

8
�9

��

�����

8��9

��

�����

81�9

��

�����

��	� /�	 ��� ��� ����� f ���	� ��+��� ����

• *��	� �����)� ��� 2

• f(2) = 3

�	 ��(�-������� ��� ���������

�� lim
x→2

(f (x) + x) =

�� lim
x→2

(xf (x)) =

�� lim
x→2

(
f2 (x)− 9

)
=

"� lim
x→2

f2(x)−9
f(x)−3 =

#� lim
x→2

√
f (x) =

$� lim
x→1

f (x+ 1) =

%� lim
x→4

(f (x− 2) + x) =

&� lim
x→2

(
f(x)+x

f(x2−2)−x

)
=

��
� �*��+ f : R → R �����)� ��� x0 (� f(x0) = 6� �	 
��
��� �	
�	�	. �+ ���	�

�� lim
x→x0

2f(x)+3
3f(x)+2

�� lim
x→x0

5|f(x)|+1
|f(x)−1|+1

�� lim
x→x0

(f(x))3−216

(f(x))2−36

�	�� �	 �!�� ���� �� ���0� ����������� � ��� ����� f ���	� �����)� ���
x0 = −1�
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�� f (x) = x2 + 1

�� f (x) =

{
x2 + 1 , x < 0
x+ 2 , x ≥ 0

�� f (x) =

{
x2 + 1 , x < −1
x+ 3 , x ≥ −1

"� f (x) =

{
x2 + 1 , x < −1
x3 + 1 , x ≥ −1

#� f (x) =

{
x2 + 1 , x ≤ −1
x3 + 1 , x ≥ 1

$� f (x) =

⎧⎨⎩
x2 + 1 , x ≤ −1
2 (x+ 2) −1 < x < 1
x3 + 1 , x ≥ 1

�	�� B��� ���(���� ����������� �	 
����� 	� �� ���� ��() ��� α � ��� �����
f ���	� �����)� ��� x0 = 1�

�� f (x) =

{
x2−1
x−1 , x �= 1

α , x = 1

�� f (x) =

{
x2−2
x−1 , x �= 1
α , x = 1

�� f (x) =

{
αx+ 1 x �= 1
7 , x = 1

"� f (x) =

⎧⎨⎩
x+ 1 , x < 1
α , x = 1

x+ 2 , x > 1

�	�� 5��0� 	�� ��� �	�	. �+ ���	��)���� ���	� ��������3

�� f (x) =

{√
x , 0 ≤ x < 1
x , x ≥ 1

�� f (x) =

{√
x , 0 ≤ x < 1
x , x > 1

�� f (x) =

{√
x , 0 ≤ x < 1
x , x ≥ 2

�	�� �	 	��1��!��� ��� � ��� �����

f (x) =

⎧⎨⎩
x2−5x+6

x−3 , x < 3
1 , x = 3

2x− 5 , x > 3

���	� �����)��

�	�� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' IV� �	 �!�� ���� +� ����
�� ���0���	 ��� ���	��)���� (� �������

�� f (x) =

{
4x2−9x+2

x−2 αν x ∈ R\ {2}
7 αν x = 2

��� 
0�� x0 = 2

�� g (x) =

{
x αν x ≥ 0
1
x x < 0

��� 
0�� x0 = 0

�	�� /�	 ��� ��� ����� f ���	� ��+��� ��� ���	� �����)� ��� x0 .	� ���
f (x0) = 18� �	 ���-������� �	 ���	�
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�� lim
x→x0

(f(x) + 13)

�� lim
x→+∞ f

(
x0x+13
x+18

)
�� lim

h→1

f(x0h)

f( x0h )

�	�� �� ���	��)���� f .	� g 0���� ��1�� ����(�� �� R .	� �� ���	��)����
f + 3g, 3f + g ���	� ��������� �	 	��1��!��� ��� .	� � 5f + 2g ���	� �����)��

��������	 #� 
�
��%
��� f + 3g = h( 3f + g = s �
�� f = 3
8
s− 1

8
h( g = − 1

8
s+ 3

8
h 	�����

�	�� �	 	��1��!��� ��� 	� �� f , f + g ���	� �������� ��� x0 ���� .	� � g ���	�
�����)� ��� x0�

�		� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' (� �	 ����1�������� �	
α, β ���� � ��� �����

f (x) =

⎧⎨⎩
3αex+1 + x αν x ≤ −1

2x2 − αx+ 3β αν −1 < x < 0
βημx+ ασυνx+ 1 αν 0 ≤ x

�	 ���	� �����)� ��� R�

�	
� �
� ��� ��������� ��� �
	
# $%�&' IV� �����	� � ��� �����
f (�

f (x) =

{ 3α
x3 + 1 , 0 < x ≤ 2
1−√

x−1
x2−4

, x > 2

�	 ����1�������� �� α ∈ R ���� � ��� ����� �	 ���	� �����)� ��� x0 = 2�

�
�� �
� ��� ��������� ��� �
	��

�� �����	� � ��� ����� f ��� ���2�� � ����� f (x) = |x|(x−1)
x �	� . 
�

x ∈ R∗ .	� ���	� f (0) = 1� �	 �!��	���� 	� ���	� �����)� .	� �	 ����� ��
�� '�(	 � ����

�� �	 
��
�� �� ���� ��� ���	��)��+� y = −x+
√
x2 + 2x+ 3 ��	� x →

+∞�

����� >� �����

�
�� �� ���	��)���� f, g ���	� ����(0��� ��� R .	� ��	 . ���� x0 ∈ R ������

lim
x→x0

f (x)

g (x)
= +∞

lim
x→x0

g (x) = s �= 0

�	 �!�� ���� 	� (����� � f �	 ���	� �����)� ��� x0�

������� )�����$ ����
	�
�
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�
�� �	 	��1��!��� ��� 	� (�	 ��� ����� f ���	� �����)� ��� α ����

lim
h→0

(f (α+ h)− f (α− h)) = 0

�
�� �*��+ (�	 ��� ����� f : Δ → R .	� 0�	 .-����� 1� ���(	 [α, β]� �	
	��1��!��� ��� 	� ��	 1�� ����	1)���� x1, x2 ∈ Δ � -���� (��	
�-)� ��� f �

λ =
f (x1)− f (x2)

x1 − x2

��	 x1, x2 	�).�� ��� [α, β] ���� � f ���	� �����)��

�
�� �
� ��� ��������� ��� �
�
# ������!����� �*� 8����� 
&*�'&*����� �3����� �	 �!�� ����  � � ��� ����� ϕ ��� 1����	� 	��
��� ���� ϕ (x) = x2ημ 1

x , 	� x �= 0 .	� ϕ (0) = 0, ���	� �����)� ��� ����-�
�+� ��	�(	��.�� 	��
(���

Rudolf Otto Sigismund
Lipschitz
�0�� �1��

Otto Ludwig Hölder
1859-1937

�
�� D	 -0(� ��� (�	 ��� ����� f �.	������� (�	 ���
).� ����

Lipschitz 	� �� ���� 
���.�� 	��
(�� c 0��� ���� �	 �������

|f (x1)− f (x2)| ≤ c |x1 − x2|

��	 �-	 �	 x1, x2�

Hölder 	� �� ����� 
���.�� 	��
(�� c .	� α 0��� ���� �	 �������

|f (x1)− f (x2)| ≤ c |x1 − x2|α

��	 �-	 �	 x1, x2

�	 	��1��!��� ��� 	� � f �.	������� (�	 	�� ��� �	�	� �+ ���
).�� ���	�
�����)�� �� . �	�� 1�� 	��1��!��� (������ ��� �� (�	 .������	� ���	 	�� ���
1�� ���
).�� ���	� ��� ����.)� �

�
�� /�	 ��� ��� ����� ϕ ���	� ��+��� ��� lim
x→σ

ϕ(x)−α
ϕ(x)+α = 0� �	 	��1��!���

��� lim
x→σ

ϕ (x) = α�

�
�� �	 1����� 0�	 �	� 1���(	 	������� ���	��)��+� (�  
����(	 �����)
��� ������

�
	� �*��+ Φ : R → R (�	 ��� ����� ��� ���	� �����)� ��� x0� �*��+ 	.�(�
(�	 ��� ����� f : R → R �0���	 ���� 	� ������

|f (x)− f (y)| ≤ |Φ (x)− Φ (y)| ��	 . 
� x, y

�	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)� 81���� .	� ���  �.��� "H#9�

�-� 
	� 
��&$�� 	�� Hölder 	� α )���� #�)���	��� 	�� � � f ����� 
	�&��$! -�	

&� ��
����&�� ������ 
	� �������� 	'� /���)�)'� ���% ��
��
	���% ����� � �
��
� ��


����� � 0 	�� 
������� �������! "� ���� ���	+��
#� #�����% ��� ��
����% �� �������&��
��� �'��� 	� ��$
� 	'� ����)�)'�! /�
���	�� )�� 	�� �
��
� ��1 	�� (2 3#����
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�

� �� D�+���(� 1�� ���	��)���� f, g ����(0��� �� 0�	 1� ���(	 Δ .	�
x0 ∈ Δ �����

• �� f, g ���	� ��������

• f (x) ≤ g (x)

• f (x0) = g (x0)

�	 	��1��!��� ��� . 
� ��� ����� h ��	 ��� ����	 ������

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) ��	 . 
� x ∈ Δ

���	� �����)� ��� x0

�� �	 	��1��!��� ��� � h ���	� �����)� ��� x0 ���� 	.�-��
�� �����������

8	@9 −
∣∣x2 − 1

∣∣+ 1 ≤ h (x) ≤ (x− 1)2 + 1 ��	� x0 = 1

8
@9 1− |x| ≤ h (x) ≤ ex ��	� x0 = 0

���� �*��+ f �����)� ��� ����� ����(0�� ��� 1� ���(	 [α, β]� �	 	��1��!=
��� ��� 	� f (x) ≥ 0 ��	 . 
� x ∈ [α, β) ���� ������ f (β) ≥ 0�

���� �*��+ f : Δ → R� �	 	��1��!��� ����

�� �� 0 ∈ Δ, f (x+ y) = f (x)+f (y) ��	 �-	 �	 x, y .	� � f ���	� �����)�
��� 0 ���� ���	� �����)��

�� �� 0 ∈ Δ, f (x+ y) = f (x) f (y) ��	 �-	 �	 x, y .	� � f ���	� �����)�
��� 0 ���� ���	� �����)��

�� �� 1 ∈ Δ, f (xy) = f (x) f (y) ��	 �-	 �	 x, y .	� � f ���	� �����)� ���
1 ���� ���	� �����)��

"� �� 1 ∈ Δ, f (xy) = f (x) + f (y) ��	 �-	 �	 x, y .	� � f ���	� �����)�
��� 1 ���� ���	� �����)��

���� �	 	��1��!��� ��� 	� �� ���	��)���� f , g ���	� ����(0��� �� 0�	 1� ���=
(	 .	� �������� ���� �� ���	��)���� m (x) = min (f (x) , g (x)) .	� M (x) =
max (f (x) , g (x)) ���	� ���������

���� �*��+ � �!��+�� x2 + λx+ λ = 0 (�  ��+��� �� x .	� � ��� �����

g (λ) = � (�.������ ��2	 ��� x2 + λx+ λ = 0

���!�� ��� � g ���	� �����)��

���� �� � ���
��� g◦f ���	� �����)� .	� � g ���	� �����)� ���	� � f �����)�3
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���� �
� ��� ��������� ��� ����# 4�!����0��6 9*��3����' �
�����	� � ��� ����� f (�

f (x) =

{
x2 − 8x+ 16 , 0 < x < 5(

α2 + β2
)
ln (x− 5 + e) + 2 (α+ 1) e5−x , x ≥ 5

�� �	 
��
��� �	 lim
x→5−

f (x), lim
x→5+

f (x)

�� �	 
��
��� �	 α, β ∈ R ���� � ��� ����� f �	 ���	� �����)� ��� x0 = 5

�� /�	 ��� ��(0� �+� α, β ��� ��+�)(	��� 8
�9 �	 
����� �� lim
x→+∞ f (x)�

���� �*��+ (�	 �����+� 	�!���	 �����)� ��� ����� f : (α, β) −→ R� �*��+
x0 ∈ (α, β)� ������  �	�� �	 ������ lim

x→x−
0

f (x) = +∞3

���� �*��+ f : Δ → R (�	 ��� �����, x0 ∈ Δ .	� d(x) ) 	����	�� ���
�������� ��(����M(x, f(x)) ��� Cf 	�� �� ��(��� A(x0, f(x0))� �	 	��1��!=
��� ��� � f ���	� �����)� ��� x0 	� .	� (��� 	� lim

x→x0

d (x) = 0�

����� /� �����

��	� ) ����,�'�' ��� *��,*"�� &%,���� B� . 
� 	��
(� x 	����=
������(�� ��� (��	-����� 	�� ���� 	.��	���� ��� 1�� ����
	����� ��� x� �
	��
(�� 	���� ��(
�-�2��	� (� [x] .	� ���( 2��	� �	����� ����� ��� x� ��-	1)�

[x ]I� (��	-������ 	�� ���� 	.��	���� m (� m ≤ x

�� >�
	�+
���� ��� 	�� ��� ����(� ���.������ [3] = 3, [3, 4] = 3, [2, 8] =
2, [−2, 8] = −4

�� �	 	��1��!��� ��� x− 1 < [x] ≤ x < [x] + 1

�� �*��+ f (x) = [x]

8	@9 �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f ���	� ��	
��) �� . 
� 0�	 	�� �	
1�	��)(	�	 ..., [−3,−2), [−2,−1), [−1, 0), [0, 1), [1, 2), ...

8
@9 �	 	��1��!��� ��� � f ���	� 	�!���	�

8�@9 �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)� �� �-��� ���� 	��
(��� �.���
	�� ���� 	.��	�����

81@9 �	 . ���� ��� ��	'�.) �	� ��	�� ��� f �

"� �	 . ���� �� ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ g (x) = x [x] , x ∈
[0, 3] .	� �	 
����� �� ����-� ��(�� ����

�-���������	�� 
	� +��� 	+	���� ���&#
� �������
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"" ��%� '(����&���� �(��,��� �� ��������

��
� �*��+ Δ = [α, β] .	� f : Δ → R �����)�� �	 	��1��!��� ��� �� ����
���- ������ (�	 �����)� ��� ����� g : R → R �0���	 ����

g (x) = f (x) ��	 �-	 �	 x, y ∈ Δ

� �

�� ��

B�� ���0���	 �	 	��1��!��� (� 0�	 �	� 1���(	 ��� �� ��(�0�	�(	 1�� ������
	� Δ = (α, β]�

��! &'����#���� �'��+� � �� ��������

��"�� �� �����

���� �	 	��1��!��� ���� �	�	. �+ ����������� ��� � ��� ����� f 0��� (�	
���- ������ ��2	 ��� 1� ���(	 Δ

�� f (x) = x− συνx, Δ =
(
0, π2

)
�� f (x) = x+ ημx+ ex, Δ = (−π, π)

�� f (x) = x+ lnx−√
x, Δ =

(
1
2 , 2

)
"� f (x) = x5 + lnx+ 1, Δ =

(
1
e2
, 1
)

���� �	 	��1��!��� ��� �� . 
� ������+�� � ��� ����� f 0��� (�	 ���- ������
��2	 ��� 1� ���(	 Δ�

�� f (x) = x3 + x− 3 ��� Δ = (0, 2)

�� f (x) = x3 + ημx− 3 ��� Δ = (0, π)

�� f (x) = 2x + x ��� Δ = (−1, 1)

"� f (x) = x2 (2x + x) ��� Δ = (−1, 1)

#� f (x) =
(
x3 − 1

)
ln
(
x2 + 1

)
��� Δ = (−1, 2)

$� f (x) = 3
√
x2 + 1− ex ��� Δ = (−1, 1)
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� "!

���� �	 	��1��!��� ��� � �!��+�� 17x2 − 19 = 1
x5 0��� (�	 ���- ������ -���

(��	!� =� .	� :�

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = x2 − ex + 1� *��	�, ���'	��� f (0) = 0 .	�
f (3) = 10 − e3� �� 
 �� 	�� �	 1�1�(0�	 �	 	��1��!��� ��� � 	��
(�� =�:
���	� ��() ��� f �

���� /�	 (�	 �����) ��� ����� f ����(0�� ��� R ������ f (1) + f (2) = 0�
�0�!�� ��� 
	 0��� (�	 ���- ������ ��2	 ��� 1� ���(	 [1, 2]�

���� �� ��2�� ��� ��� ������ f (x) = x4 − 7x3 + 8x2 + 28x − 48 ���	� ��
	��
(�� −2, 2, 3, 4� 4� �����(� 0��� ��� 1� ���(	 (−2, 2)3

���� �	 	��1��!��� ��� �� �	�	. �+ �!������� 0���� (�	 ���- ������ -���
��� 1� ���(	 [0, 1]�

�� ex = 1
x+1 �� lnx = 1− x �� x3 + ημx = 2−x

���� �	 	��1��!��� ��� � �!��+��

ln(x+ 2) = 4x− 1

0��� (�	 ���- ������ -��� ��� 1� ���(	 (−1, e− 2)�

��	� �	 	��1��!��� ��� �� ��	'�.0� �	�	�� ���� �+� ���	��)��+� f (x) =
συνx .	� g (x) = x 0���� 0�	 ���- ������ .���� ��(����

��������	 ����%*�-�� %�
 &��%����
[
0, π

2

]
�

��
� �	 	��10�!��� ��� � �!��+�� x4 +
(
t2 − 2

)
x2 + (t− 1) x − t2 = 0 0���

(�	 ���- ������ ��2	 ��� (0, 2)�

��������	 <�� $��-$�=%� t = 0 �� ��� �)���%��� �=��%���

���� ������  �	�� (�	, (� ��	
��), �����)� ��� ����� f : [0, 1] → R �	
�	����� (��� ��� ��(0� �, �3 ���� ��� �, �, �3 ���� 	.0�	��� ��(0�3

���� �	 ��(�-������� ��� ���	.	�

f(x) = Δ = f (Δ) =

x+ 1 [3, 7]

x2 [2, 5]

x2 [−4,−1]

ημx
[
π
6 ,

π
3

]
lnx [1, e2)
1
x (2, 3]
1
x (0, 1]
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"0 ��%� '(����&���� �(��,��� �� ��������

��"�� >� �����

���� �	 	��1��!��� ���� �	�	. �+ ����������� ��� � ��� ����� f 0��� (�	
���- ������ ��2	 ��� 1� ���(	 Δ

�� f (x) = x5 + ημx+ 1, Δ = (−∞,+∞)

�� f (x) = x3+κx+λ
x2+1

, Δ = (−∞,+∞)

�� f (x) = εϕx+ ln
(
x2 + 1

)
, Δ =

(
−π

2 ,
π
2

)
"� f (x) = 1

x3−α3 + 1
x3−β3 , Δ = (α, β)

���� �*��+ �� 	��
(�� p, q, r (� 0 < p < r < q� �	 	��1��!��� ��� � �!��+��
pημx+ qσυνx = r 0��� (�	 ���- ������ -��� ��� 1� ���(	

[
0, π2

]
�

���� �	 	��1��!��� ��� . 
� ��-����(� �������� 
	
(�� 0��� (�	 ���- ������
��	�(	��.) ��2	�

���� /�	 ��� �����) ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� 0��� (��	1�.)

��2	 �� α .	� ��� f
(
a2+1
2

)
> 0� ���!�� ��� f (a+ 1) > 0�

���� �*��+ f : [α, β] → R (�	 �����)� ��� ����� .	� γ ∈ (α, β) �0���� ����
(f (α)− f (γ)) (f (β)− f (γ)) > 0�

�� �	 . ���� (���. ��01�	 ��	 �� �+� ������� 
	 ���	� � ��	'�.) �	� �=
�	�� ��� f �

�� �	 	��1��!��� ��� �� ����� 1�� 	��
(�� 0�	� (�.������� ��� γ .	� 0�	�
(��	-������ ��� γ ����� ������� � f �	����� ���� ��(0��

���� ��	 �����)� ��� ����� ϕ ���	� ����(0�� ��� [α, β] .	� �� ��(0� ���
��	 α, β ���	� ��2�� ��� �!��+��� t2 − 1972t − 1953 = 0� �	 	��1��!��� ���
� ϕ 0��� (�	 ���- ������ ��2	 ��� (α, β)

��	� �*��+ α < β 1�� ��	�(	��.�� 	��
(�� .	� (�	 �����)� ��� ����� f :
R → R ��� 1�� 0��� ��2��� �	 	��1��!��� ��� � ��� �����

g (x) = (x− α) f (x− α) + (x− β) f (x− β)

0��� (�	 ���- ������ ��2	 ��� 1� ���(	 [α, β]�

��
� �*��+ 0�	 �� 1� ���(	 [α, β] .	� (�	 �����)� ��� ����� f : [α, β] −→ R

�� �	 	��1��!��� ��� �� 	��
(�� f(α)+f(β)
2 , .	� kf (α) + (1− k) f (β) (�

k ∈ [0, 1] 
���.���	� (��	!� �+� f (α) , f (β)

�� �	 	��1��!��� ��� �� �� �!�������

8	@9 f (x) = f(α)+f(β)
2
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� "1

8
@9 f (x) = kf (α) + (1− k) f (β) , k ∈ [0, 1] 0���� (�	 ���- ������
��2	 ��� [α, β]

���� �*��+ P 0�	 ��-����(� 
	
(�� (��	-������ ) ���� ��� �� �	 	��1��!=
��� ��� 	� ��	 (�	 �����) ��� ����� f (� ��1�� ����(�� �� R ������ P ◦ f = 0
���� � f ���	� ��	
��)�

���� ������	� �� 
���.�� 	��
(�� c1, c2, ..., cν .	� t1 < t2 < ... < tν � �	
	��1��!��� ��� � �!��+��

c1
x− t1

+
c2

x− t2
+ ...+

cν
x− tν

= 0

0��� 	.��
�� ν−1 -�����, (�	 �� . 
� 0�	 	�� �	 1�	��)(	�	 (t1, t2) , ..., (tν−1, tν)�

���� �*��+ (�	 �����)� ��� ����� f ����(0�� ��� 1� ���(	 Δ� .	� �� 	��
(��
α1, α2, ..., αν ��� 	�).��� ��� Δ

�� �	 	��1��!��� ��� �� ���� 	��
(�� α ∈ Δ �0����� ���� �	 ������

f (α) =
f (α1) + f (α2) + ...+ f (αν)

ν

�� 7��
0���(� ����-0�� ��� � f �	����� (� 	�����.0� ��(0�� �	 	��1��!���
��� �� ���� 	��
(�� α ∈ Δ �0����� ���� �	 ������

f (α) = ν
√
f (α1) · f (α2) · ... · f (αν)

���� �	 �!�� ���� 	� ���	� �������� �� 	.�-��
�� ���	��)�����

�� C ��� ����� ��� 	���������� �� . 
� '���-����0� ����1�(	 ��� '���
��� 	�	-�����

�� C ��� ����� ��� 	���������� ��� 
 ��� ���� �	��1��(�.�� 10(	��� ��
	�	-����� �0-���

���� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ������

f2 (x) + f (x) = x2 + x+ 1

�	 
��
�� � f ���� 	.�-��
�� ������������

�� C f ���	� �����)� ��� R

�� C f ���	� �����)� ��� (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

���� �*��+ f (�	 �����)� ��� ����� ����(0�� ��� 1� ���(	 [α, β] .	� k > 0,

k �= 1� �	 	��1��!��� ��� 	� kf(α) =
(
1
k

)f(β)
���� � f 0��� (�	 ���- ������

��2	 ��� [α, β]�
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!� ��%� '(����&���� �(��,��� �� ��������

���� �*��+ f : (σ1, σ2) −→ R �����)�� �	 	��1��!��� ��� 	�

• lim
x→σ1

f (x) = −∞ .	�

• lim
x→σ2

f (x) = +∞

���� � f 0��� ����-� ��(�� �� R�

���� D�+���(� 1�� �������� ���	��)���� ����(0��� ��� 1� ���(	 Δ� �	
	��1��!��� ��� 	� �� ��	'�.0� �	�	�� ���� ���� 1�� 0���� .���� ��(��� ) � Cf

	 ���	� � �+ 	�� ��� Cg ���� � Cg 
	 ���	� � �+ 	�� ��� Cf �

��	� J*��+ f : [α, β] → R �����)� (� f (α) ≤ α .	� f (β) ≥ β� �	 	��10�!���
��� �� ���� x ∈ [α, β] ���� f (x) = x�

��
� �*��+ f : [α, β] → R �����)� ���� f (α) = f (β)��*��+ γ = α+β
2 .	�

δ = β−α
2 � �	 	��1��!��� ��� �� ���� x ∈ [0, δ] ���� f (x+ α) = f (x+ γ)

���� 4� 5�-,'&* ��� Brouwer� �	 	��1��!��� ��� . 
� �����)�
��� ����� f 	�� 0�	 .-����� 1� ���(	 Δ ���� �	��� ��� 0��� 0�	 ���- ������
��	
��� ��(��� 1�-	1) �� ���� 0�	 ���- ������ �������� x ��� Δ �0���� ����
�	 ������ f (x) = x�

Luitzen
Egbertus Jan

Brouwer
�00� �1""

���� �� �*��+ f : (0,+∞) → R (� f (x) = 1
x � ?����� ���'	��� f (x) > 0

��	 . 
� x� ���!�� ��� 1�� �� ���� 
���.�� c �0����� ���� �	 ������
f (x) > c �� �-	 �	 x�

�� �*��+ f : [α, β] → R �����)� �0���	 ���� f (x) > 0 ��	 . 
� x� �	
	��1��!��� ��� �� ���� �� ���� 
���.�� c �0����� ���� �	 ������ f (x) > c
�� �-	 �	 x�

���� �*��+ � ��� �����

f (x) =

{
(λx)3 + λx+ 1 x < 1

(λx)5 + 3 x ≥ 1

�	 	��1��!��� ��� �� ���� ���- ������ (�	 ��() ��� λ ��	 ��� ����	 � f ���	�
�����)��

���� �*��+ f : [α, β] → R �����)�� �	 	��1��!��� ��� �� ���� ξ ∈ (α, β)
0��� ����

f (ξ) =
|α|+ 1

ξ − α
+

|β|+ 1

ξ − β

���� /�	 �� �����) ��� ����� f : (1, 2) → R ���	� ��+��� ��� �������

ln (x− 1) + ln (2− x) = ln 2 + f (x)

�	 	��1��!��� ��� � f 1�	����� ��	
��� �����(��
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� !�

���� �*��+ P (x) 0�	 ��-����(� 
	
(�� ���- ������ � .	� f , g 1�� ���	��)=
���� (� ��1�� ����(�� �� R �. �+� ����+� � g ���	� �����)� �0����� ����

f = P ◦ g

�	 	��1��!���

�� C f ���	� �����)�

�� �� � �!��+�� f (x) = P (0) 1�� 0��� -��� ���� � g 1�	����� ��	
���
�����(�

���� D�+���(� 1�� �������� ���	��)���� f : R → R, g : R → R �0�����
���� ��	 . 
� x ∈ R �� 	��
(�� f(x), g(x) �	 ���	� �������(���

�� �	 	��1��!��� ��� �� Cf , Cg 1�� 0���� .��� ��(��	�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 . ���� x0 ���	� f(x0) > g(x0) ���� 
	 ���	� .	�
f(x) > g(x) ��	 �-	 �	 x 81���� .	� ���  �.��� #�%9�

�� �*��+ ��� �� ����� α, β 0��� ���� f (α) = α .	� g (β) = β� �'��
1��!��� ��� �	 α, β ���	� 1� '��	 �	 1��!��� ��� �� ���� γ (��	!� ����
0��� ���� �	 �������

f (γ) + g (γ) = γ

��"�� /� �����

���� �*��+ Δ 0�	 1� ���(	 .	� f (�	 �����)� ��� ����� ����(0�� ��� Δ�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 . ���	 α, β, γ ∈ Δ (� α < β < γ ������
f (α) < f (β) .	� f (γ) < f (β) ���� � f 1�� ���	� �=��

�� �	 .	�	-)!��� �1�� ��(�0�	�(	 (� ��� 8	�9 .	� ��	 ��� ������+�� ���
������ f (α) > f (β) .	� f (γ) > f (β)�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� � f ���	� �=� ���� ���	� �����+� 	�!���	�

��	� ,	�� �
��
� ��	$ #�����	� �� ���
�#����$
�	� '� ����#+�� 	'� ��
���&� ��
4

	�
��

• ������ ��� �	
���
� �������	��� ��
���	 ���� ����
�	���� ����� ��	�����

*��+ (�	 �����)� ��� ����� f ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 Δ �0���	 ���� �� 
�	 ������ f (x) = 0 ��	 . 
� ���� 	��
(� ��� 1�	��)(	��� Δ�

Peter Gustav Lejeuene
Dirichlet
�0�� �0�1

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 . ���� x0 ∈ Δ ������ f (x0) �= 0 ���� x0 /∈ Q�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 . ���� x0 ∈ Δ ������ f (x0) �= 0 ���� �� ����
1� ���(	 I ��� ����0��� �� x0 .	� ������ f (x) �= 0 ��	 . 
� x ∈ I ∩Δ

�� �	 	��1��!��� ��� ������ f(x) = 0 ��	 �-	 �	 x ∈ Δ�
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!� ��%� '(����&���� �(��,��� �� ��������

K����(��������� �� �������(��� ��	 �	 	��1��!��� ��� �

�� �� 1�� �������� ���	��)���� ����(0��� �� 0�	 1� ���(	 �	������ ����
��(0� ����� ������ 	���� ��� 1�	��)(	��� ���� ���	� �����

�� ) ����,�'�' ��� Dirichlet

f (x) =

{
1 x ∈ Q
0 x /∈ Q

1�� ���	� �����)��

�� 4� 
,���'&* ��� Cauchy� �� (���� �������� ���	��)���� f : R →
R (� ��� �1�����	

f (x+ y) = f (x) + f (y) ��	 �-	 �	 x, y

���	� 81���� .	� ���  �.��� �#:9 �� ���	��)���� ��� (��')�

f (x) = αx

"� �	 
����� �-�� ��� �������� ���	��)���� f : R → R ��	 ��� ������ ������

f (x+ y) = f (x) f (y) ��	 �-	 �	 x, y

��
� �*��+ (�	 �����)� ��� ����� ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 Δ .	� �0���	
���� �	 ���	 ��� ��	  .�	 ��� Δ �	 ���	� +∞� �	 	��1��!��� ��� � f 0���
0- ������

Augustin Louis Cauchy
�!01 �0�! ���� �
� �* 5%&*�* �'� ��'� 2��&
��/*� �::$# �
��� D�+=

���(� �� ��-����(�

x10 + ∗x9 + ∗x8 + ...+ ∗x2 + ∗x+ 1

���  ��(	 �	�2��� �� �	�	. �+ �	����1�� � ������ 	���.	
��� ������1)=
���� 	�� ���� 	������.��� (� . ����� 	��
(�, .	����� � 1������� 	���.	
��� 
(� . ����� 	��
(� ������1)���� 	�� ���� ���-������ 	������.���, �����	 �
������ 	���.	
��� 0�	� 	�� ���� 	������.��� (� 	��
(� .���. 8B���-�. H .=
��)����9� �� �� ��-����(� ��� ���.����� 1�� 0��� ��	�(	��.0� ��2�� .��1�2�� �
������ �	�.���� �� 0��� ���- ������ (�	 ��	�(	��.) ��2	 .��1�2�� � 1��������
������ �	 .��1���� � 1������� �	�.��� 	��! ����	 	�� ��� ����� �	����1���
��� ������3

���� 4� ��-,'&* ��*��,�3 �'&�"�� ��� Banach� �*��+ ��� �����
f : R → R ��� �.	������� (�	 ���
).� Lipschitz 81����  �.��� "H#9 (� ��	=

�� (�.������ ��� � 1�-	1) �� ���� 
���.�� 	��
(�� c < 1 0��� ���� �	
�������

|f (x1)− f (x2)| ≤ c |x1 − x2|
��	 �-	 �	 x1, x2� �	 	��1��!��� ��� � f 0��� 	.��
�� 0�	 ��	
��� ��(���
1�-	1) � �!��+�� f(x) = x 0��� 	.��
�� (�	 -����

Stefan Banach
�01� �1,�
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� !�

��, "��#���� �� �$� �� ��%�$���

���� �� � f ���	� ����(0�� ��� 1� ���(	 [α, β], ���	� �����+� 	�!���	 ���
1� ���(	 [α, x0) .	� �����+� '
�����	 ��� 1� ���(	 (x0, β]� *��	�  �	�� ��
f(x0) (0����� ��� f 3

���� /�	 ��� ��� ����� f ������(
f (x)− x8 − x6

) (
f (x)− x4 − x2

)
≤ 0

��	 . 
� x ∈ R�

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)� ��� :�

�� �	 
����� �� lim
x→+∞ f (x)

�� �	 
����� �� lim
x→+∞

(√
f (x) + 1−

√
f (x)

)
���� >����� �	 ���	 lim

x→+∞ 2
1
x , lim

x→+∞ logx 2�

���� D�+���(� ���� 	��
(��� α .	� α1 < α2 < ... < αν .	� �� ��� �����
ϕ (x) = (x− α1) (x− α2) ... (x− αν) + α� ���!�� ��� 1�� ���	� �=��

���� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f : R → R (� f (x) =
(1+x2)x

|x| , x �= 0

.	� f (0) = 0 ���	� 	�����)� .	� 	������06�(�� ���!�� ��� � 	�������') ���
���	� �����)��

���� /�	 (�	 ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ��	 . 
� α < β ������
f ([α, β]) ⊆ [α, β]� �	 	��1��!��� ��� f (x) = x ��	 �-	 �	 x�

��	� �*��+ � ��� ����� f (x) = x+α
x−α (� α �= 1� �	 ������� ��� ��� �����

f ◦ f ◦ f �

��
� /�	 (�	 ��� ����� f (� ��1�� ������ �� R ������ f3 (x) + f (x)− x = 0
��	 . 
� x� �'�� 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x1 �= x2 ������

|f (x1)− f (x2)| =
|x1 − x2|

|f2 (x1) + f (x1) f (x2) + f2 (x2) + 1|

1��!�� .	����� ��� ���	� �����)��

���� ���!�� ��� 	� � ��� ����� g ◦ f 0��� ����-� ��(�� �� R ���� � g 0���
����-� ��(�� �� R� ?�����  �	�� �� �������(��� 	� 	��� ��	 ;����-� ��(��<
���	(� ;��1�� ����(��<3

���� >����� �� ����

lim
x→−∞

(√
x2 + 1 + μx

)
���� ����
�������
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!, ��-� ���&���� �� ��� �� ��������

���� �*��+ y = f (x) = αx+β
γx−α � ���!�� ��� x = f (y)�

���� /�	 ���0� ��(0� ��� a ������ lim
x→+∞

(
a+1
2a−2

)x
= 03

���� C ��� ����� f : R → R ���	� �����)� .	� ������

lim
x→x0

f2 (x)− f2 (x0)

f (x)− f (x0)
= 2

�	 
����� �� �����
lim
h→0

f
(
x0 + h2 + h

)
���� �	 	��1��!��� ��� 1�� �� ����� 	������06�(�� �����1�.0� ���	��)�����

���� /�	 ��� ��() ��� λ � ��� �����

f (x) =

{
13λ ημx

x , x < 0
5λ+x + 12λ+x , x ≥ 0

���	� �����)�3

���� �*��+ � ���) ��� �����

f (x) =
x4 − 9x3 + 25x2 − 24x+ 4

x3 − 5x2 + 8x− 4

�� �	 
����� �� ��1�� ����(�� ����

�� �	 
����� ��	 ���	 σ ∈ R ∪ {−∞,+∞} �� ���� ��� f ��	 x → σ ���	�
��	�(	��.�� 	��
(���

��	� �*��+ (�	 �����)� ��� ����� f : (α, β) → R� 7��
0���(� ��� lim
x→α

f (x) =

A ∈ R .	� lim
x→β

f (x) = B ∈ R .	� A �= B� �	 	��1��!��� ��� �� 	���.�� 1� ��=

(	 (�  .�	 �	 A,B ����0���	� ��� ����-� ��(�� ��� f �

��
� �	 	��1��!��� ��� 1�� �� ���� �����+� 	�!���	 ��-�+��(�.) ��� �����
 ����� 
	
(���

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = 1 + x+ x3�

�� �	 	��1��!��� ��� ���	� 	������06�(� .	� ��� �� ����-� ��(�� ��� ���	�
�� R�

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� α ������ f−1
(
1 + ημα+ ημ3α

)
= ημα�

���� �
� ��� ��������� ��� �
	��

�� �	 
��
�� �� lim
x→−1−

x2−2x+1
|x|−1 �

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr



�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� !�

�� �����	� � ��� ����� (� ���� y = x3−x2+x−1
x2+x−2

� �	 
��
�� �� ��1�� ����(��
��� .	� � ���	.) ��() ���, ��	� �� x ������ ��� =��

���� >����� �� - 
���

lim
x→+∞

√
x2 + 1− x

x
= lim

x→+∞

(
1

x

)(√
x2 + 1− x

)
= 0

(√
x2 + 1− x

)
= 0

���� ��	 �����)� ��� ����� 0��� ��(0� �� . 
� 1� ���(	� ���!�� ��� ��
����-� ��(�� ��� ���	� �� R�

���� �	 ���-� ���� �� �	�	. �+�

����	�� � 
����$� 
����	�
� f : R → R ��� �� ���&#��
α, β, γ, δ ∈ R #� α < β! -� (f(α) − γ)(f(β) − δ) < 0% ��

������*�	� 
	� ������� θ ∈ R 	+	��� �
	� � �*�
'
� f(x) = θ
�� +��� #�� 	������
	�� ��5� 
	� (α, β)!

6�
�!

7�'���#� 	� 
����	�
�

g (x) = f (αx+ β (1− x))− γx− δ (1− x) , x ∈ [0, 1]

8 g ����� 
����$� 
	� [0, 1] ��� �����+��
g(0) = f(β)− δ% g(1) = f(α) − γ!
�����$

g (0) g (1) = (f (β)− δ) (f (α)− γ) < 0

��
 	� &����#� Bolzano% ������� ξ ∈ (0, 1) �
	� g(ξ) = 0

f (αξ + β (1− ξ)) = γξ + δ (1− ξ)

2-��% �� θ = γξ + δ(1 − ξ)% � ���&#
� ρ = αξ + β(1 − ξ) &�
����� ��5� 	�� �*�
'
�� f(x) = θ ��� #���
	� ρ ∈ (α, β)% ����
ξ ∈ (0, 1)!

���� C ��� ����� f ���	� �����+� 	�!���	� 5��� ���	� �� ��1�� (�������	�

��� ��� ������ g (x) = f
(
−ef(1−e−x)

)
3

���� 7��
0���(� ��� lim
x→0

f(x)
x = 1� >����� �� ���� lim

x→0

f(2x)
3x �

���� 7��
0���(� ��� α < γ < β .	� ��� 1�� ���	��)���� f, g

• ���	� ����(0��� .	� �������� ��	 (−∞, β] , [α,+∞) 	��������+�

• ��	 . 
� x ∈ [α, β] ������ f(x) = g(x)�

�	 	��1��!��� ��� � ��� �����

h (x) =

{
f (x) , x < γ
g (x) , x ≥ γ

���	� �����)��

���� ����
�������
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!" ��-� ���&���� �� ��� �� ��������

��	� ��	 ��� ����� f ����(0�� ��� R ���	� �����+� 	�!���	 .	� �����)��
/�	 1�� 	��
(��� a < b ������ f2 (a) + f2 (b) + 13 = 4f (a) + 6f (b)� >�����
�� f ([a, b])�

��
� �*��+ � ��� �����

f (x) =

{
(x+ 1) 2

−
(

1
x
+ 1

|x|
)

x �= 0
0 x = 0

�	 	��1��!��� ��� � ��� ����� 	��), 	� .	� 	�����)� 8�	 �� �-0�!���9 �	�����
�-�� ��� ��(0� (��	!� �+� f (2) , f (−2)�

�	�� ��	 �( 1	 ����
	��� 	��
	���� ���� .���') ���� 
����� 	.�-��
���	�
(�	 ����(0�� 1�	1��() .	� ���� ���0���	 .	��
	���� 	.�-��
���	� 	.��
�� ���
�1�	 1�	1��()� C 	� 
	�� .	� � .	� 
	�� 1�)�.��	� ����������� 	�� �" �����
�	 	��1��!��� ��� �� ���� 0�	 ��(��� ��� 1�	1��()� ��� ����� � �( 1	 
�0
�.�
1�� '��0� ��� �1�	 ��	 1�� 1�	'�����.�� �(�����

�	�� ��	 (� (�1���.) ��� ����� f 0��� ��1�� ����(�� �� R .	� ������

f (x+ y) + f (x− y) = 2f (x) f (y) ��	 �-	 �	 x,y

�	 	��1��!��� ����

�� f (0) = 1

�� C f ���	�  ���	

�� f (2x) = 2f2 (x)− 1 ��	 �-	 �	 x�

�	�� /�	 ��� ��� ����� f ���	� ��+��� ��� ���	� ����(0�� .	� �����)� ���
[0, 1] .	� ��� f(0) = 1, f(1) = 0� 5���� 	�� ���� �	�	. �+ �������(��� ���	�

0
	��� ��� ���.������ 	�� ��� ���
0����3

�� 7� ���� ξ ∈ [0, 1] 0��� ���� ��	 . 
� x ∈ [0, 1] �	 ������ f (ξ) ≥ f (x)�

�� 7� ���� ξ ∈ [0, 1] 0��� ���� f (ξ) = 1
2 �

�� 7� ���� ξ ∈ [0, 1] 0��� ���� f (ξ) = 3
2 �

"� C f ���	� '
�����	�

#� 4� ����-� ��(�� ��� f ���	� �� [0, 1]�

$� 7� ���� ξ ∈ [0, 1] 0��� ����(
lim
x→ξ

f (x)

)2

= f
(
ξ2
)

���������	
 ��	��
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� !!

�	�� C ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������

f (x) =
αx+ 1

x+ α

1�0����	� 	�� �� ��(��� A(2, 7)� �	 
����� �� f(7)�

�	�� �*��+ f (�	 �����+� '
�����	 .	� �����)� ��� ����� ����(0�� ���
����-� �+� ��	�(	��.�� 	��
(��� �	 	��1��!��� ����

�� C �!��+�� f (x) = x 0��� 	.��
�� (�	 -����

�� 4� �����(	
x = f (y)
y = f (z)
z = f (x)

⎫⎬⎭
0��� 	.��
�� (�	 -����

�	�� �*��+ (�	 ��� ����� f : Δ −→ R .	� x0 ∈ Δ� �*��+ d : Δ −→ R �
��� ����� ��� 	���������2�� . 
� ��(��� M (x, f (x)) ��� Cf ���� 	����	��
��� 	�� �� ��(��� P (x0, f (x0))� �	 	��1��!��� ����

�� �� Δ = R ���� lim
x→+∞ d (x) = +∞

�� C f ���	� �����)� ��� x0 	� .	� (��� 	� ������ lim
x→x0

d (x) = 0�

�	�� �*��+ f (x) = x2 − 3x + 2 .	� (�	 ��� ����� g : R → R �0���	 ����

��	 �-	 �	 x �	 ������ (f ◦ g) (x) ≤ 0� �	 	��1��!��� ��� lim
x→+∞

g(x)
f(x) = 0

�	�� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �*��+ (�	 ��� �����
f : R → R �����)� ��� [α, β] .	� �� (��	1�.�� 	��
(�� z = α2 + if (α),
w = f (β) + iβ2 (� αβ �= 0� �� |w|2 + |z|2 = |w − z|2 �	 	��1��!��� ��� �
�!��+�� f (x) = 0 0��� (�	 ���- ������ ��2	 ��� 1� ���(	 [α, β]�

�		� L0���(� ��� 	� (�	 �����)� ��� ����� f ���2��	� �� 1� ���(	 Δ .	�
1�� ���	� ��	
��) ���� �� ����-� ��(�� ��� ���	� 1� ���(	� ���!�� ��� 	� ��
Δ ���	� .-����� 1� ���(	 .	� �� f(Δ) ���	� ������ .-����� 1� ���(	�

�	
� �	 
����� �-�� ��� �������� ���	��)���� f : R → R ��	 ��� ������ ������

(f (x))3 =
−x
12

(
x2 + 7xf (x) + 16

(
f (x)2

))
��	 �-	 �	 x�

�
�� �*��+ f : [α, β] → R (�	 ��� ������ 7��
0���(� ��� � f �	����� . 
�
��() 	.��
�� 1�� '��0�� ��-	1) ��� ��	 . 
� x1 ∈ [α, β] �� ���� 	.��
�� 0�	
x2 ∈ [α, β] 0��� ���� f (x1) = f (x2)� �	 	��1��!��� ��� � f 1� (����� �	 ���	�
�����)��
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!0 ��-� ���&���� �� ��� �� ��������

�
�� �	 	��1��!��� ��� . 
� .���) ��� ����� 81����  �.��� &�"9 ���	� �����)=
��

�
�� �� �*��+ f : [0, 1] → R (�	 �����)� ��� ������ 7��
0���(� ���

f (1) + 4f

(
1

2

)
+ f (0) = 0

�	 	��1��!��� ��� � f 0��� (�	 ���- ������ ��2	 ��� (0, 1)�

�� K����(��������� �� �������(��� �����(	 ��	 �	 	��10�!��� , ��� �
�!��+��

4αx3 + 3βx2 + 2γx = α+ β + γ

0��� (�	 ���- ������ -��� ��� (0, 1)�

�
�� �*��+ f : R → R (�	 	�!���	 ��� ����� �0���	 ���� ��	 �-	 �	 x �	
������

f (f (x)) = kx3

���� k ���	� ��	
���� ��	�(	��.�� 	��
(��

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ���	� k �= 0 � f 
	 ���	� �����+� 	�!���	�

�� �	 
����� (�	 ���- ������ ��� ����� (� ��� �	�	� �+ �1�����	 ����
����������� ���� k = 0, k > 0�

�� �	 	��1��!��� ��� 1�� �� ���� ��� ����� (� ��� �	�	� �+ �1�����	 ��	�
���	� k < 0�

�
�� D�+���(� 1�� �������� ���	��)���� f, g ����(0��� ��� 1� ���(	 Δ �0=
����� ���� �	 ������ f (x) �= g (x) ��	 . 
� x ∈ Δ

�� �	 	��1��!��� ���
• ) 
	 ������ f (x) > g (x) ��	 �-	 �	 x
• ���� 
	 ������ f (x) < g (x) ��	 �-	 �	 x

�� �*��+ h : Δ → R �����)� �0���	 ���� �	 ������

(h (x)− f (x)) (h (x)− g (x)) = 0

��	 �-	 �	 x�

8	@9 �	 	��1��!��� ��� 	� � Ch �0(��� ��� Cf , Cg �� ��(��	 (� ���(�(0���
x1, x2 ����

i� x1 �= x2

�-�)
	��� &� #�����	� �� ��
�	� #�� ��� ������ ��
���*� #� ��
� 	� &����#� 	��
Rolle
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� !1

ii� C �!��+�� h (x) = f(x)+g(x)
2 0��� (�	 ���- ������ ��2	 ���

	���.�� 1� ���(	 (�  .�	 �	 x1, x2�

8
@9 �	 	��1��!��� ���
• ) 
	 ������ h (x) = f (x) ��	 �-	 �	 x
• ���� 
	 ������ h (x) = g (x) ��	 �-	 �	 x

�
�� ) ��"�1�' ��� Kepler� �*��+ κ, λ ��	�(	��.�� 	��
(�� (� κ �= 0,

Johannes Kepler
��!� �"��

|λ| < 1�

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x �!��+��

y = κx+ λημy

0��� 	.��
�� (�	 -��� y�

�� �	 	��1��!��� ��� � ��0��

f (x) = κx+ λημf (x)

���2�� (�	 ��� ����� f : R → R

�� /�	 �� ��� ����� f ��� �������(0��� ��+�)(	��� 8�9�

8	@9 �	 1��!��� ��� ���	� �=��

8
@9 �	 
����� ��� ���� ��� 	�������'�� ����

8�@9 �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x0, x ������

|f (x)− f (x0)| ≤
k

1− |λ| |x− x0|

81@9 �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)��

8�@9 �	 	��1��!��� f(0) = 0�

8G@9 �	 	��1��!��� ��� lim
x→+∞ f (x) = ±∞, lim

x→−∞ f (x) = ∓∞ 81��

����������� 	� -��	 (� �� �����(: ��� lim
x→∞ f (x)�

82@9 �	 	��1��!��� ��� �� ����-� ��(�� ��� f ���	� �� R

�
�� �*��+ f (�	 ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R ��	 ��� ����	 ������

|f (x1)− f (x2)| = |x1 − x2|

��	 �-	 �	 x1, x2�

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 1�
0� x ) 
	 ���	� f (x) = f (0) + x ���� 
	 ���	�
f (x) = f (0)− x�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 �	 x1, x2 ������ f (x1) = f (0)+x1 .	� f (x2) =
f (0)− x2 ���� . ���� 	�� �	 x1, x2 ���	� :�
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0� ��-� ���&���� �� ��� �� ��������

�� �	 	��1��!��� ����

6 f (x) = f (0) + x ��	 �-	 �	 x

�"�� f (x) = f (0)− x ��	 �-	 �	 x

�
�� �
� �'� 9��%;��' �*�'&*���6 2��&
��/*# �
	�� �*��+
f : [0, 1] → R ��	 ��� ����	 �������

• f (0) = f (1)

• |f (x)− f (y)| < |x− y| ��	 �-	 �	 x �= y

�	 	��1��!��� ��� ��	 ��	 �-	 �	 x, y ������ |f (x)− f (y)| < 1
2

�
	� �
� ��� ��������� ��� 
*��
���'&"�� ��� Berkeley# �

��
�	 	��1���
�� ��� 	� f : R → R �����)� .	� ��	 . 
� x �= y �������

|f (x))− f (y)| > |x− y| (∗)

���� �� ����-� ��(�� ��� f ���	� �� R�
��������	 2�-)��� 
�� �� � f �	��
$
��- ��� %��*�	� (∗) �
 ���
 �%���� 	�� �� ��� h (x) =

f (x)−f (0) � 
$
-� &�'������ �$
 ��� ���� �=� �)
�=�� #�	�- �� &�-)��� 
�� � h '��� %��
�
 ���+�

�
 R� �.���
%�� �� %��*�	� (∗) ��� �� x, 0 ��� �� &�-�� �
 �'�
� �
� �$�$'&
� 
$
� *� /�-%	����

� Ch� �� 	����� '�� %����� 2�-)��� 
�� � h �-��� � �� 2�-)�� �'�
� 
�� &
*'��
� m �$����� �-�

���� ��� h $
� )�$������ �
 m �-� $
� �-��� ��	�
���� �
��

�

� D�+���(� f, g 1�� �������� ���	��)���� (� ��1�� ����(�� �� 1� ���(	
[α, β]�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 �-	 �	 x ������

f (x) < g (x)

���� 
	 �� ���� 
���.�� 	��
(�� c 0��� ���� ��	 �-	 �	 x �	 ������

f (x) + c < g (x)

�� �	 	��1��!��� ��� 	� �� f, g 0���� ��� �1�	 (0����� ��() ���� 
	 �� ����
0�	 ���- ������ x0 ∈ [α, β] 0��� ���� f (x0) = g (x0)�

���� �
� ��� ��������� ��� 
*��
���'&"�� ��� Berkeley# �

��
�*��+ f, g : [α, β] → R 1�� �������� ���	��)���� ��� 0���� ��� �1�	 (0�����
��()� �	 	��1��!��� ��� �� ���� t ∈ [α, β] �����

f2 (t) + 3f (t) = g2 (t) + 3g (t)
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 ��	��

��������	�� ��
��� �������
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�������� �� *+��� ��� '(� ,��� '(����&��!� 0�

���� �
� ��� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� ��� .�.-�� 0����
1�	(0����� ���� (�

√
d .	� 1� .����� d� �� A(d) ��(
�-�2��(� �� �(
	1��

��� .�.-�� (� ��� (�.������ 	.���	 ��� (����� �	 ����0��� ���� 1�� 	�����

.�.-���� >����� �� ���� lim
d→+∞

A(d)
d2

�

���� �*��+ f : R → R (�	 �����)� ��� ����� (� lim
x→−∞ f (x) = lim

x→+∞ f (x) =

+∞� D�+���(� 	.�(� ��� ���	��)���� �

ϕ (x) =
x

1− |x| , x ∈ (−1, 1) σ (x) =
x

1 + |x| , x ∈ R

�� �	 	��1��!��� ��� �� σ, ϕ ���	� 	������06�(�� .	� ��� � (�	 ���	� 	�������'�
���  --��� �

�� �	 	��1��!��� ��� � σ ���	� �����+� 	�!���	�

�� �*��+ � ��� ����� ω : [−1, 1] → R (�

ω (x) =

{
1 , x = ±1
σ (f (ϕ (x))) , −1 < x < 1

8	@9 �	 	��1��!��� ��� � ω ���	� �����)��

8
@9 �	 	��1��!��� ��� � ω 0��� (0����� ��() � .	� ���

ω (x) = 1 ⇔ x = ±1

8�@9 �	 	��1��!��� ��� � ω 0��� �- ����� ��() 0��+ m .	� ��� m =
σ (f (ϕ (x0))) ��	 . ���� x0 ∈ (−1, 1)�

81@9 �	 	��1��!��� ��	 �� x0 ��� �������(0��� ��+�)(	��� ������ f (ϕ (x)) ≥
f (ϕ (x0)) ��	 . 
� x0 ∈ (−1, 1)�

"� �	 	��1��!��� ��� � f 0��� �- ����� ��()� "

���� �*��+ f : R → R (�	 �����)� ��� ����� �0���	 ����

f(x)f(f(x)) = 1

��	 . 
� x ∈ R� �����	� 	.�(� ��� f(0) = 2�

�� >����� �� f(f(0))�

�� ���!�� ��� �� ���� a ���� f(a) = 1�

�� >����� �� f(1)

�-� +��	� ����	$
�� 	�� �
��
� 1.0 +��	� ����	$
�� 
� ��	
 	� ���	�#�!
�"� ���	�#� ��	
 #����� �� ����	�&�� ��� ��	�	���� �����$ �'��� �� ���
�#�����&���

�� σ, ϕ ���� ���
�#������	�� 	�� ���
#
 	�� ����� ��� &�'�$#�	� 
������ 
����	$
�'�!
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�������
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0� ��-� ���&���� �� ��� �� ��������

���� �*��+ f (x) = x2� D�+���(� ��� ��� ����� g ��� 	���������2�� . 
�
��	�(	��.� 	��
(� t ���� (0����� ��() ��� ��� ������ ��� 1� ���(	 [t, t+ 1]�
>����� ��� g .	� �!�� ��� 	� ���	� �����)��

���� /�	 ��� ��� ����� f ���	� ��+��� ���

lim
h→0

[f(x0 + h)− f(x0 − h)] = 0

5��.����� 	�� 	��) ��� �-���'���	 ��� � f ���	� �����)� ��� x03

���� /�	 ��� ��� ����� f ���	� ��+��� ��� ��	 . 
� t, x, y ������

f ((1− t) x+ ty) = (1− t) f (x) + tf (y)

���!�� ��� ���	� ��	
��)�
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�������� �

�����
���� ��������

��� (�������� �'����#����

����� �� �����

���� �	 ���-������� �� f ′(x0) ���� �	�	. �+ ������������

�� f(x) = x
x+1 , x0 = 1

�� f(x) = x+ ημx, x0 =
π
4

�� f(x) = x lnx, x0 = e2

"� f(x) =
√
x+ x2, x0 = 1

#� f(x) = xx, x0 = 1

$� f (x) = xex, x0 = 0

��	� �	 
��
��� �� �	� �+��� �+� ���	��)��+��

�� f (x) =
√

x2−1
x2+1

�� f (x) = x−ex

1+x lnx

�� f (x) = ex−e−x
ex+e−x

"� f (x) = ln x+1
x−1

��
� �	 
��
��� �� �	� �+��� �+� ���	��)��+��

�� f (x) = αx3 + βx2 + γx+ δ

�� f (x) = β
α

√
α− x2

�� f (x) = β
α

√
x2 − α2

"� f (x) = (x− α) (x− β) (x− γ)

���� �	 
��
��� �� �	� �+��� �+� ���	��)��+�

�� f (x) = x−ex

1+x lnx �� g (x) = x+
∣∣x2 − x

∣∣
���� ��� �
� 	�	���	
� ��� ���� ����	����
	� � !��	
��"# �� ���	��)=
���� f(x), g(x) 0���� .���� ��1�� ����(�� �� Δ ⊆ R .	� �	�	�+��2���	�
�	���� � ���� *���-0�� ���	� g(x) �= 0 ��	 . 
� x ∈ Δ� D�+���(� ���	

��� ��� ����� φ (x) = f(x)
g(x) � �	 	��1���
�� ��� 	� φ′ (p) = 0 ���� ���	�

φ (p) = f ′(p)
g′(p) �

&�



0, "��� )����!��� �(����&��!�

���� <��* 
*,�/��0&* ��� Euler. �	 	��1��!��� ��� 	�

f (x) = ee
ex

����
f ′ (x) = ee

ex

ee
x
ex

Leonhard Euler

1707-1783

���� 7��
0���(� ��� �� f, g ���	� 1�� �	�	�+����(�� ���	��)���� ����(0���
�� 0�	 1� ���(	 Δ� �	 ��	-�
������ ��� ���������

��
(
f2 (x) g (x)

)′
= 2f (x) f ′ (x) g (x) + f2 (x) g′ (x)

��

(√
f2(x)+1

g(x)

)′
= f(x)f ′(x)g(x)−f2(x)g′(x)−g′(x)

g2(x)
√

(f2(x)+1)
, g(x) �= 0�

��
(
f2 (x+ 1)− g2 (x+ 1)

)′
= 2f (x+ 1) f ′ (x+ 1)− 2g (x+ 1) g′ (x+ 1)

"�
(
f (lnx) g

(
x3
))′

=
3f(lnx)g′(x3)x3+f ′(lnx)g(x3)

x

#�
(
f (x) ef(x) + ln g (x)

)′
= f (x) ef(x)f ′ (x) + ef(x)f ′ (x) + g′(x)

g(x) ,

g (x) > 0

$�
(
(f (x))g(x)

)′
= (g′ (x) f (x) ln f (x) + f ′ (x) g (x)) (f (x))g(x)−1,

f (x) > 0

���� D�+���(� ��� ���	��)���� f, g ��� ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(��� ���!��
����

(f (g (x)))′′ = f ′′ (g (x)) (g′)2 (x) + f ′ (g (x)) g′′ (x)

���� B�� ��)(	 	���.���2��	� � ��	'�.) �	� ��	�� (�	� ��� ������ f .	� �
�'	���(0�� ��� Cf ��� ��(��� ��� A(2, 4)� �	 
����� ��� f ′(2)�

� ��

�

���� �� ���	��)���� f , g ���	� ����(0��� ��� R, �	�	�+����(�� .	� ������

f2 (x) + g2 (x) = x2 + 2x+ 4

��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ��� ������

f ′ (x) f (x) + g′ (x) g (x) = x+ 1
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�������� "� .��������� /������� 0�

���� �	 
����� ��� �!��+�� ��� �'	���(0��� ��� Cf ��� ��(��� ���M (x0, f (x0))
���� 	.�-��
�� ������������

�� f (x) = x+ ex, x0 = 1

�� f (x) = x2 + lnx, x0 = 1

�� f (x) = x+1
x−1 , x0 = 2

"� f (x) = ημx+ συνx, x0 =
π
2

��	� /�	 ��� �	�	�+����(�� ���	��)���� f : R → R, g : R → R ������
f (x) g (x) = x� ������ � ��	'�.) �	� ��	�� .	� ��� f .	� ��� g �	 1�0����	�
	�� ��� 	��) �+� 	!��+�3

��
� B� ���� ��(��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f (x) = x3

3 − 5x2

2 +7x− 4
� �'	���(0�� ���(	��2�� (� ���  !��	 xx′ �+��	 45◦M

���� �	 
����� ��� �!��+�� ��� �'	���(0��� ��� Cf ��� 1�0����	� 	�� ��
��(��� M ���� 	.�-��
�� ������������

�� f (x) = x2, M (−1,−1)

�� f (x) = 2
x , M (1, 1)

�� f (x) = x+ 1
x , M (1, 1)

"� f (x) = x+
√
x, M (1, 2)

���� �	 ��	-�
������ ����

�� C f (x) = −x+ 2ημx+ 3συνx �.	������� ��� f ′′ (x) + f (x) + x = 0�

�� C f (x) = 1
2 ln

2 x+ lnx+ 1 �.	������� ��� f ′ (x)x+ f ′′ (x)x2 = 1�

�� C f(x) = ημx+συνx+e−x �.	������� ��� f ′′′(x)+f ′′(x)+f ′(x)+f(x) =
0�

"� C f (x) = 2ex �.	������� ��� f(x)
f ′(x) +

f ′(x)
f(x) = 2�

���� �� �� ���	��)���� f, g, h, s ���	� �	�	�+����(�� �� 0�	 1� ���(	 1��!��
��� ∣∣∣∣ f (x) g (x)

h (x) s (x)

∣∣∣∣′ = ∣∣∣∣ f ′ (x) g (x)
h′ (x) s (x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f (x) g′ (x)
h (x) s′ (x)

∣∣∣∣
���� /�	 ���0� ��(0� �+� κ, λ � ��� �����

f (x) =

{
x3 , x < 1

κx+ λ , x ≥ 1

���	� �	�	�+����(� ��� α3

���� /�	 ���0� ��(0� ��� α � .-��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f (x) = αx+α
x+α

��� ��(��� A (0, 1) ���	� ��� (� 1
2 �
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0" "��� )����!��� �(����&��!�

���� <��* 
*,�/��0&* ��� Newton� �*��+ ��� �� α, β ���	� ��	
��0� .	�
��� �� �	�	�+����(�� ���	��)���� x (t) , y (t) , z (t) ���10���	� (� ��� ��0���

x3 (t)− x (t) y2 (t) + α2z (t)− β3 = 0

�	 	��1��!��� ���

3x′ (t) x2 (t)− x′ (t) y2 (t)− 2x (t) y′ (t) y (t) + α2z′ (t) = 0

���� �	 	��1��!��� ��� � y = px + q ���	� �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� �=
�	��� ��� f (x) = αx2 + βx + γ �� ��(��� (� ���(�(0�� s 	� .	� (��� 	�
������ p = 2αs + β, q = −αs2 + γ�

Sir Isaac Newton

1643-1727

���� �	 
����� ��� .���) �'	���(0�� �+� ��	'�.�� �	�	�� ��+� �+� ���	��)=
��+� f (x) = −3− 4

x−2 .	� g (x) = 1
9

(
x3 − 6x2 + 9x− 9

)
�

��	� +Leibniz# ����. �*��+ y (x) = u (x) v (x) ���� �� u, v ���	� � '��0�
�	�	�+����(��� �	 	��1��!��� ���

y′′ = u′′v + 2u′v′ + uv′′

y′′′ = u′′′v + 3u′′v′ + 3u′v′′ + uv′′′

Gottfried Wilhelm von
Leibniz

1646-1716

��
� �	 
����� �	 α, β 0��� ���� � ��
��	 y = x+3 �	 �' ����	� ���� ��	'�.)
�	� ��	�� ��� ��� ������ f (x) = x2 + 2αx + 3β ��� ��(��� (� ���(�(0��
x0 = 1�

���� �	 ��	-�
������ ��� �� ��	'�.0� �	�	�� ���� �+� ���	��)��+� f (x) =
x2 .	� g (x) = x2−2x+1 0���� 0�	 (��� .���� ��(��� .	� ��� �� �'	���(0���
���� �� 	��� �� ��(��� ���	� . 
�����

���� �	 	��1��!��� ��� 	�

f (x) = 1− συνx

���� (
ημx

f (x)

)′
= − 1

f (x)

���� C ��� ����� f ���	� ����(0�� ��� R, 1�� '��0� �	�	�+����(� .	� ������
f ′ (1) = f ′′ (1) = 1� �*��+ g (x) = f (ex)� �	 
����� �� g′′ (0)�

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = αex + βx� �� f ′ (1) = 2, f ′′ (1) = 3 �	

����� �� f (1)�

���� �*��+ � ��� ����� f (x) = x2 − x − 2� �*��+ A,B �	 ��(��	 ��	')�
�+� �'	���(0�+� ��� Cf ��� 1�0�����	� 	�� �� ��(��� M (1,−3)� �	 
�����
��� �!��+�� ��� ��
��	� AB�
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���� �	 
����� ��� �!��+�� ��� �'	���(0��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ���

f (x) =

{
3x2 + 1 , x < 1

4x2 − 2x+ 2 , x ≥ 1

��� ��(��� ��� (� ���(�(0�� ��

���� �*��+ f (x) = ημ (lnx)� �	 	��1��!��� ���

x2f ′′ (x) + xf ′ (x) + f (x) = 0

���� �*��+ f (x) = px+1
1+ex � �	 
����� ��	 ���	 ��() ��� p ������ f ′ (1)+f ′ (0) =

0�

����� >� �����

��	� �*��+ f (x) =
∣∣x2 − 3x+ 2

∣∣� �	 �!�� ���� 	� �� ���� � �	� �+���
��� f �

�� B�� x0 = 1 �� B�� x0 = −1

��
� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ���

x+ ημx ≤ f (x) ≤ x+ ημx+ x2ex

�	 
����� ��� �	� �+�� ��� ��� 0�

���� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� �*��+
f �	�	�+����(�� 7��
0���(� ��� � ��� ����� f(x)− f(2x) 0��� �	� �+�� #
��� x = 1 .	� �	� �+�� % ��� x = 2� >����� ��� �	� �+�� ��� f(x)− f(4x)
��� x = 1�

���� B�� ��)(	 ��� 	.�-��
�� �('	��2��	� ��� �1�� �����(	 	!��+� � ��	'�.)
�	� ��	�� �+� ���	��)��+� f (x) = ημx, g (x) = ημx◦ ��	 ��(0� ��� x (��	!�
: .	� �,#� C ����� ��� ����� 	���������� ���� 	��
(� x 8
�+����	� ��� �.=
'� 2�� rad9 �� �(����� ���� C 1������ ��� ����� 	���������� ���� 	��
(� x
�� �(����� �+� x (������ �� 1�� 	��0� ���	��)���� ���	� 1�	'�����.0�� N���
f (1) = ημ1 = 0, 84 ��� f (1) = ημ1◦ = 0, 01745�

� � ���

� � ���
Æ
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�� �	 1��!��� ��� g (x) = ημ
(
πx
180

)
�� �	 
����� ��� �	� �+�� ��� g (x)

���� �	 
����� �	 α, β 	� (� f (x) = αx2 + β
x ���	� f(1) = 2, f ′(1) = 2�

���� B� . 
� x 	����������(� �� ��(��� M(x, y) ��� ��
��	� 2x+3y = 1 (�
���(�(0�� x� �*��+ d(x) � 	����	�� ��� M 	�� ��� 	��) �+� 	!��+�� �	

����� ��� �	� �+�� ��� d(x)�

���� /�	 (�	 ��� ����� f : R → R ������ f (x+ y) = f (x) + f (y) ��	 �-	
�	 x, y� �	 	��1��!��� ��� 	� � f �	�	�+��2��	� �� 0�	 x0 �	�	�+��2��	� ��
. 
� x0�

���� �
� ��� ��������� ��� �


# $%�&' IV� �����	� � ��� �����
f (x) = ημ2 (αx), x ∈ R� �	 
����� ��� ��() ��� α ���� �	 ������

f ′′ (x) + 4α2f (x) = 2 ��	 . 
� x ∈ R

���� ������	� �� f (x) = ex
2
.	� g (x) = ex

√
1− 2x� �	 	��1��!��� ���

(f (x) g (x))′ = f ′ (x) g′ (x)

���� �*��+ f (x) = 6x5 − 20x3� �	 	��1��!��� ��� �	 ��(��	 ���� � Cf 0���
���2����	 �'	���(0�� ���	� �����
��	. �

��	� �*��+ �� ��-����(� f (x) = ανx
ν + · · ·+α1x+α0� �	 	��1��!��� ���

� �'	���(0�� ��� Cf ��� ��(��� ��� (� ���(�(0�� : ���	� � y = α1x+ α0�

��
� �� f, g ���	� 1�� ���	��)���� ���� -0(� ��� �� ��	'�.0� ���� �	�	�� ����
Cf , Cg 	$�������
 	� 0���� .���� ��(��� ��� ����� 0���� .���) �'	���(0���
�	 	��1��!��� ��� (�

f (x) = lnx, g (x) =
x2

2e

�� Cf , Cg �' �����	��

���� �	 
����� ��� �	� �+�� ��� ��� ������

f (x) =

{
x2ημ 1

x + x2 x �= 0
0 x = 0

���� �	 1����� 0�	 �	� 1���(	 (�	� ��� ������ (� ��1�� ����(�� �� R ����

�� �	 �	�	�+��2��	� �� �-	 �	 x0 �.��� 	�� 0�	�

�� �	 �	�	�+��2��	� �� �-	 �	 x0 �.��� 	�� 1���

�� �	 �	�	�+��2��	� �� �-	 �	 x0 �.��� 	��  ����	�
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���� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� B��� �!�� ���� ���
�.����� ��� 0���� 1�
�.� �� 	.�-��
� 
0(	�

Υποθέτουμε ότι υπάρχει πραγματική συνάρτηση g παραγωγίσιμη
στο R τέτοια ώστε, υπάρχει πραγματικός αριθμός α, ώστε να
ισχύει

g (x+ y) = eyg (x) + exg (y) + xy + α για κάθε x, y ∈ R

Να αποδείξετε ότι
i) g (0) = −α
ii) g′ (x) = g (x) + g′ (0) ex + x για κάθε x ∈ R

�� ���( ���(� (� 879 ��� ��0�� ��� ���
�����

�� �	 
0���� x = y = 0 ���� 879 ��	 �	 1��!��� ��� 
	 ���	� g(0) = −α

�� �	 �	�	�+������ ��� 879 (�	 '�� +� ���� x .	� (�	 '�� +� ���� y
��	 �	 1��!��� ��� 
	 ������ ��	 �-	 �	 x, y�

g′ (x+ y) = eyg′ (x) + exg (y) + y 8���9

g′ (x+ y) = exg′ (y) + eyg (x) + x 8���9

ey
(
g′ (x)− g (x)

)
− ex

(
g′ (y)− g (y)

)
+ (y − x) = 0 8���9

K����(��������� �	 �������(��	 ��	 �	 1��!��� ����

g(0) = 0 8��"9

.	� ��� ��	 �-	 �	 x, y �������

g′ (x) = g (x) + g′ (0) ex + x 8��#9

�C1� (��	!�  --+� 
	 0���� 	��1��!�� ��� 2������ �� 
0(	�

�� �� ��� 
�)
��	 �+� 8���9, 8��#9 1��!��� ���

eyx− exy + y − x = 0 8��$9

"� �	 	��1��!��� ��� ��� ����� (� ��� �1������� ��� 	�	'0����	� ��� 
0(	
1�� �� ���� O

���� �	 
����� �-�� ��� �	�	
�-0� y = αx2 + βx + γ ��� �' �����	� ����
��
��	 y = 3x+ 2 ��� ��(��� A(1, 5)�

���� �*��+ f (x) = ex, A ��(��� ��� Cf .	� B � ��() ��� �'	���(0��� ���

Cf ��� A (� ��� xx′� �	 	��1���
�� ��� � ���
�-) ���
−−→
AB ���� xx′ ���	� 0�	

��	
��� 1� ���(	�

���� �	 1����� 0�	 �	� 1���(	 1�� ���	��)��+� ��� 1�� �	�	�+��2���	�
��� x0 	-- ��  
����(	 ���� �	 �	�	�+��2��	� ��� x0�
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���� �	 
�����, �'F���� �� ����, .���) �'	���(0�� �+� ��	'�.�� �	�	�� ��+�
�+� f (x) = x3 − 8x− 19, g (x) = x3 + x− 1�

���� �*��+ f : Δ → R� �	 	��1��!��� ����

�� �� 0 ∈ Δ, f (x+ y) = f (x) + f (y) ��	 �-	 �	 x, y .	� � f ���	�
�	�	�+����(� ��� 0 ���� ���	� �	�	�+����(��

�� �� 0 ∈ Δ, f (x+ y) = f (x) f (y) ��	 �-	 �	 x, y .	� � f ���	� �	�	�=
+����(� ��� 0 ���� ���	� �	�	�+����(��

�� �� 1 ∈ Δ, f (xy) = f (x) f (y) ��	 �-	 �	 x, y .	� � f ���	� �	�	�+����(�
��� 1 ���� ���	� �	�	�+����(��

"� �� 1 ∈ Δ, f (xy) = f (x) + f (y) ��	 �-	 �	 x, y .	� � f ���	� �	�	�=
+����(� ��� 1 ���� ���	� �	�	�+����(��

��	� � 	��
(�� ρ -0���	� %
��� �
&� ��� ��-�+��(�� P (x) 	� �� ���� ��-����=
(� S(x) 0��� ���� �	 ������

P (x) = (x− ρ)2 S (x) , S (ρ) �= 0

�	 	��1��!��� ��� 0�	 ��-����(� P (x) (� ��	�(	��.��� �����-���0� 
	 0���
��� ρ ∈ R 1��-) ��2	 	� .	� (��� 	� ������

P (ρ) = P ′ (ρ) = 0, P ′′ (ρ) �= 0

��
� �
� ��� ����*���� ��� �

�# $%�&' (�

�� �*��+ ρ ��	�(	��.�� 	��
(�� A(x), B(x) ��-����(	 (� ��	�(	��.���
�����-���0� ���� B(ρ) �= 0 .	� �� A(x) 0��� 
	
(� (��	-����� )
��� ��� �� �	 	��1��!��� ��� �� ���� ��-����(� f(x) �0���� ����
A (x)B (x) = (x− ρ)2 f (x), 	� .	� (��� 	� A (ρ) = A′ (ρ) = 0�

�� �*��+ ν 	.0�	��� (��	-������ ) ���� ��� �� �	 
����� ��� ��(0� �+�
κ, λ ��	 ��� ������ �� ��-����(� Q (x) = xν

(
νx3 + κx2 + λx+ 8

)
0���

�	� ����	 �� (x− 2)2�

���� �	 
����� �	 ��(��	 ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f (x) = ημ2x−2ημ2x,
x ∈ [0, 2π] ��	 ����	 � �'	���(0�� ���	� �	� --�-� ����  !��	 x′x�

���� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ���	� �����)� .	� ���

lim
x→0

f (x)

ημ2x
= 5

>����� ��� f ′ (0)�
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���� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 ��� �����) ��� ����� f ������

lim
x→α

f (x)

(x− α)2
= t ∈ R

���� � g (x) = |f (x)| �	�	�+��2��	� ��� x0 = α�

���� �	 
����� ��� �!��+�� ��� �'	���(0��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ���

f (x) =

{
3x2 + 1 , x < 1

4x2 − 2x+ 2 , x ≥ 1

��� ��(��� ��� (� ���(�(0�� ��

���� �*��+ � ��� �����

f (x) = αημ2x+ βημx+ γσυνx

�	 
����� �	 α, β, γ 0��� ���� �	 ������

f (π) = f ′ (π) = f ′′
(π
2

)
= 1

���� /�	 ��� ���	��)���� f , g ���	� ��+��� ��� ���	� ����(0��� ��� R, �	�	�=
+����(�� ��� =� .	� ��� ������

f2 (x) + g2 (x) = x6 + 2x3 + 1

��	 �-	 �	 x�

�� �	 
����� �	 f (−1) , g (−1)

�� �	 	��1��!��� ��� f ′ (−1) = lim
x→−1

f(x)
x+1 , g

′ (−1) = lim
x→−1

g(x)
x+1

�� �	 	��1��!��� ��� (f ′ (−1))2 + (g′ (−1))2 = 9�

���� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f : Δ → R ���	� �	�	�+����(� ���
x0 ∈ Δ 	� .	� (��� 	� �� ���� α ∈ R 0��� ���� � ��� �����

g (x) =

{
f(x)−f(x0)

x−x0
, x ∈ Δ, x �= x0

α , x = x0

�	 ���	� �����)� ��� x0

7=�%����-�
� 7���*�
&=��

�0!� �1��

���� ) 
*,*�6,'�' ��� 9*,*���/1,6� �	 	��1��!��� ��� 	� (�	
��� ����� f ���	� �	�	�+����(� ��� x0 ���� �� ���� ��� ����� f̃ �0���	 ����

• C f̃ ���	� �����)� ��� x0
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• /�	 �-	 �	 x ������ f (x) = f (x0) + f̃ (x) (x− x0)

• f̃(x0) = f ′(x0)

�	 1�	�������� .	� �	 	��1��!��� �� 	�������'��

��	� �	 	��1��!��� ��� �	 ��(��	 ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� ��� ������
f (x) = 6x5 − 20x3 ��	 ����	 � 1������ �	� �+��� (�1���2��	� ���	� �����=

��	. �

��
� �*��+ � ��� ����� f (x) = εϕx� �	 
����� ��� �����-���) 1���
����+�
��� �'	���(0��� ��� Cf �� 0�	 ��(��� ��� ��� ������ � ���	�(0�� ���	� �&�

���� 5+� ��0��� �	 ���-0!��(� �� α ���� � �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� �=
�	��� ��� f (x) = x3 + 2x2 − x + 1 ��� ��(��� A(α, f(α)) �	 1�0����	� 	��
�� ��(��� M(2, 9)3

���� �	 	��1��!��� ��� �� �'	���(0��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� y = α
x

��	 ��(��	 ��()� ��� (� ��� ��
��	 y = βx ���	� �	� --�-���

���� *��	� � ��
��	 y = 2x + 3 �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ���
y = x3

���� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� �*��+
f(x) = x3 + ax + b, (� a �= b, ��	 ��� ����	 ���
0���(� ��� � �'	���(����
��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� ��	 ��(��	 (� ���(�(0��� x = a .	� x = b ���	�
�	� --�-��� >����� �� f(1)�

���� ��	 ��
��	 (� �����-���) 1���
����+� λ �0(��� ��� ��	'�.) �	� ��	��
��� f (x) = x2 + αx + β �� 1�� ��(��	 (� ���(�(0��� x1, x2� �	 	��1��!���

��� λ = f ′(x1)+f ′(x2)
2 �

���� �*��+ (�	 ��� ����� f ����(0�� �� 0�	 1� ���(	, � ����	 �	����� 
���.0�
��(0� .	� ���	� �	�	�+����(� ��� a� �	 	��10�!��� ���

lim
x→α

ln f (x)− ln f (a)

x− a
=
f ′ (a)
f (a)

���� �*��+ f (�	 ��� ����� ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 .	� x0 0�	 ��(���

��� 1�	��)(	��� 	����� �� �� ���� lim
x→x−

0

f(x)−f(x0)
x−x0

�� ���� .	� ���	� ��	�=

(	��.�� 	��
(�� ���� � f -0���	� �������� �����������
 ��� x0 .	� � ��() ���
����� �������� ��������� �
� f ��� x0� �� -��	 ���2��	� 0����	 ��� 1�!� 
�	�	�+����(�� ��� �������

�� �	 	��1��!��� ��� 	� � f ���	� 	������ .	� 1�!� �	�	�+����(� ��� x0
���� 
	 ���	� �	�	�+����(� ��� x0 	� .	� (���  � � 	������) .	� � 1�!� 
�	� �+��� �� f ���	� �����
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�������� "� .��������� /������� 1�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� � f ���	� 	������ .	� 1�!� �	�	�+����(� ��� x0
���� ���	� �����)� ��� x0�

���� �*��+ � ��� �����

f (x) =

{
x2ημ 1

x , x �= 0
0 , x = 0

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �	�	�+����(� (�

f ′ (x) =
{
2xημ 1

x − συν 1
x , x �= 0

0 , x = 0

�� �	 (�-��)���� +� ���� ��� ���0���	 ��� f ′�

��	� �
� ��� ��������� ��� ����# 5����6 9*��3����'� �	
�	�	.�������� ��� ���� ���� ��� 	.�-��
��� �� '���	� ��� ���� 1�� �	� ���
0�1��!� '(��� ) !���� 1��-	 ��� �� ((	 ��� 	���������� �� . 
� ����	���

�� �� � f ���	� �	�	�+����(� ��� x0, ���� � f ′ ���	� � ����� �����)� ���
x0�

�� �� � f ���	� �����)� ��� x0, ���� � f ���	� �	�	�+����(� ��� x0�

�� �� � f 0��� 1������ �	� �+�� ��� x0, ���� � f ′ ���	� �����)� ��� x0�

��
� �*��+ 0�	 1� ���(	 Δ .	� x0 ∈ Δ� �*��+ f : Δ → R (�	 ��� �����
��� ���	� �����)� ��� x0 .	� α > 1� �	 	��1��!��� ��� � ��� �����

g (x) =

{
|x− x0|α f (x) , x ∈ Δ, x �= x0

0 , x = x0

���	� �	�	�+����(� ��� x0�
���!�� 	.�(� ��� 	� ����-0�� � f ���	� �	�	�+����(� �� . 
� ��(��� ���

Δ �.��� ��+� ��� x0 .	� α > 2 ���� � g ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(� ��� x0�

�	�� �*��+ f : R → R (�	  ���	 ��� ����� � ����	 ���	� �	�	�+����(� ���
x0� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �	�	�+����(� ��� −x0 .	� ������ f ′ (−x0) =
−f (x0)� B� �� 	�-��������	� � 	��1��!� 	� ��+��2��(� ��� � f ���	� �	�	�=
+����(� �� �-� �� R3 �	 1�	�������� .	� �	 	��1��!��� 	� -��� ����	�� ��	
������) ��� ������

�	�� �*��+ (�	 ��� ����� f ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 Δ .	� x0 ∈ Δ� �*��+
��� �� ����

f̂ (x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
8��%9

�� ���� .	� ���	� ��	�(	��.�� 	��
(��� � 	��
(�� 	���� ���( 2��	� ���������
Riemann ��� f ��� x0�
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1, "��� )����!��� �(����&��!�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� � f ���	� �	�	�+����(� ��� x0 ���� �� ���� �
�	� �+��� Riemann ��� f ��� x0 .	� ������ f̂ (x0) = f ′ (x0)

�� �*��+ � ��� ����� f (x) = |x|� �	 	��1��!��� ��� 	� .	� � f 1�� ���	�
�	�	�+����(� ��� x0 ������ f̂ (0) = 0�

�� 7��
0���(� ��� �� �	� �+��� Riemann �+� f, g �� ����� ��� x0� �	
	��1��!��� ��� �� 	��� ������ ��	 ��� ��� ����� h = f + g .	� ���
ĥ (x0) = f̂ (x0) + ĝ (x0)

Georg Friedrich Bernhard
Riemann

1826-1866

�	�� �*��+ ��� � ��� ����� f ���	� ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 Δ ���	� �����
'��0� �	�	�+����(�� /�	 �	 x ��� 1� (�1���2��	� � f ′ ���2��	� � ��� ������

f∗ (x) =
f ′′′ (x)
f ′ (x)

− 3

2

(
f ′′ (x)
f ′ (x)

)2

� ����	 ���( 2��	� ��������� Schwarz ��� f �

�� �	 
����� ��� f∗ ��	� f (x) = ex

�� �	 
����� ��� f∗ ��	� f (x) = x2 + 1 .	� Δ = (0,+∞)

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 ��� ��� ����� g ������ f (x) g (x) = 1 ��	 . 
�
x ∈ Δ ���� 
	 ������ f∗ (x) = g∗ (x)�

Hermann Amandus
Schwarz

1843-1921

�	�� �*��+ � .	(��-� C (� �!��+��
√
x+

√
y =

√
α .	� � ��
��	 ε : x

p+
y
q = 1

/�	 ��� ε ���	� ��+��� ��� ���	� �'	���(0�� ��� C� �	 ���-������� ��  
����(	
p+ q�

�	�� � /	-�-	��� ��� 0��� ��� ��������� ���� ��� ���� �����
���� 8�$�&9
��01��!� ��� 	.�-��
� (0
�1� ��	 ��� 	��� ����������� � �	!� (�	� �	�	
�-)=
�� A��( (� (�	 -���) 	-����1	 	�� 1�� .	�'� �,> .	� 	���������(� �� ��)=
(	 ��� 8����������� 	�����
9� �-- 2���	� �� ().�� .	� ��� 
0���� ��)��!��

	 0���(� 1�	'�����.0� �	�	
�-0��
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�������� "� .��������� /������� 1�

#: �����	 (�� 0�	� 	�� ���� 	1�-'��� Bernoulli, � Jacob Bernoulli 
�).�
��� 	.��
) (	
�(	��.) 0.'�	�� ��� 	-������1��� .	(��-���

y =
cx + c−x

2
, c > 0, c �= 1

�	 	��1��!��� ��� � �	�	� �+ �!��+�� 1� (����� �	 ���	� �!��+�� �	�	
�-)��
��-	1) �	 	��1��!��� ��� 1�� �� ���� �	�	
�-) y = αx2 + βx + γ 0���

����

αx2 + βx+ γ =
cx + c−x

2

��	 . 
� x ∈ R�

Galileo Galilei

1564-1642

Jacob (Jacques) Bernoulli

1654-1705

�	�� /�	 (�	 ��� ����� f : R −→ R ������

f (x+ y)− f (x) = αx2y + βxy2 + γy3

��	 . 
� x, y 8α, β, γ ��	
��0�9� �	 	��1��!��� ��� ���	� �	�	�+����(��

�	�� D�+���(� 1�� ���	��)���� f, g ��� ���	� �	�	�+����(�� ��� α (� g′ (α) �=
0� �	 	��1��!��� ��� lim

x→α

f(x)−f(α)
g(x)−g(α) = f ′(α)

g′(α)

�	�� �	 	��10�!��� ��� 	� � ��� ����� xf(x) 0��� �	� �+�� ��� x0 �= 0 .	�
� f ���	� �����)� ��� x0 ���� � f ���	� �	�	�+����(� ��� x0�
5�� �����(����)�	�� ��� � f ���	� �����)� ��� x03 *��	� 	��) � ���
���
	�	�	�����3

�		� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �����	� � ��� �����
g � ����	 ���	� ����(0�� ��� R, 1�� '��0� �	�	�+����(� � ��� .	� ������ ���
g (−1) = 7� �� � f ���	� (�	 ��� ����� (�

f (x) = 3 (x− 2)2 g (2x− 5)

�	 	��1��!��� ��� � f ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(� ��� R .	� �	 ���-�������
��� f ′′(2)�

�	
� ��� �� ��(��� A (x0, y0)  ����	� �� �'	���(0��� AB,AΓ ���� ���
��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ f (x) = x2� 5��0� ���
).�� ��0��� �	
�.	���������� �� x0, y0 ���� �	 ������ AB = AΓ3

�
�� ��
f (x) =

∣∣x2 − |x|
∣∣

���	 ���	� � �!��+�� �'	���(0��� ��� Cf ��� ��(��� ��� (� ���(�(0�� =�3

�
�� C �	� �+��� ��� f ���	� ��+��)�
5��	 ���	� � �	� �+��� ��� f

(
ημ2x

)
+ f

(
συν2x

)
3
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1" "��� + �(���� ����0��&�

�
�� *��	� ��+��� ��� ��	 x �= 1 ������

1 + x+ x2 + ...+ xν =
xν+1 − 1

x− 1

> ��� ������ �	 ���-������� ��  
����(	�

1 + 2x+ 3x2 + ...+ νxν−1

�
�� �	 	��1��!��� ��� � �'	���(0�� ��� 0--��6�� x2

α2 + y2

β2 = 1 ��� ��(���

��� M (x0, y0), y0 > 0 ���	� � ��
��	 x0x
α2 + y0y

β2 = 1�

�
�� >����� �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� y = ekx ��� 1�0����	�
	�� ��� 	��) �+� 	!��+��

�
�� /�	 ���0� ��(0� �+� κ, λ, μ �� ��	'�.0� �+� ���	��)��+�

f (x) = x2 + κx+ λ

g (x) = x3 + μx

0���� .���) �'	���(0�� ��� ��(��� A(1, 3)3

�
�� �	 	��1��!��� ��� �� �'	���(0��� �+� ��	'�.�� �	�	�� ��+� �+� ���	��)=
��+� f (x) = 1

2x , g (x) = log2 x ��	 ��(��	 ���� A (0, 1), B (1, 0) �0(����	�
. 
��	�

����� /� �����

�
�� �*��+ f (�	 ��� ����� ��� ���	� ����� '��0� �	�	�+����(� �� 0�	 1� ���=
(	 Δ .	� ��� ����	� �� �	� �+��� �	������ 
���.0� ��(0�� �*��+ u (x) =

(f ′ (x))−
1
2 .	� v (x) = f (x) (f ′ (x))−

1
2 � �	 	��1��!��� ����

1

u (x)
u′′ (x)− 1

v (x)
v′′ (x) = 0

�
	� �*��+ f (x) = αx+β
γx+δ � �	 	��1��!��� ��� ��	 ��� ��=���) �	� �+�� ���

f ������

f (ν) (x) =
βγ − αδ

γ2
(−1)ν ν!

(
x+

δ

γ

)−ν−1

��� * �'���� ����-�$#�

����� �� �����

�

� �	 
����� �� ��
(� (��	
�-)� ��� y +� ���� x ��	��
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�������� "� .��������� /������� 1!

�� 2x+ 3y = 4

�� xy = 3

�� x2 + y2 = 4, y > 0

"� ex + ey = 1

#� lnx+ ln y = 1

$�
(
x2 + 1

) (
y2 + 1

)
= 2, y > 0

���� 4	 ��(��	 A,B .������	� ����� 
���.��� �(� !���� Ox,Oy .	� � 
0��
���� .	� ��� �����.) ����() t ���	� A (x (t) , 0) , B (0, y (t))�

� ���

�

� ��� �

����

����

�

�� �*��+ ��� x (t) = 3t, y (t) = 4t� �	 
����� �� ��
(� (��	
�-)� ���
().��� d (t) = AB .	� ��� �(
	1�� E (t) = (OAB)�

�� �	 . ���� ��� �1�� ���-����(� ����. 1�-	1) ��	� 1�� !0���� ��� ���	��)=
���� x (t), y (t)� 8B�� ��-�.� 	���0-��(	 
	 �� ����� �� x (t), y (t) .	�
�� �	� �+��� ���� x′ (t), y′ (t)9�

���� C 
0�� ���� .������ ��� �����1� ���	� �� ��(���

M (x (t) , y (t))

���� �� x (t) , y (t) ���	� �	�	�+����(�� ���	��)����� 5��	 ��0�� ���10�� �	
x (t) , y (t) , x′ (t) , y′ (t) ��	��

�� 4� .����� .�����	� ���� .�.-�

x2 + y2 = 10

�� 4� .����� .�����	� ���� ��
��	 x+ y = 10�

�� 4� .����� .�����	� ���� ��
��	 ���� .	(��-� (� �!��+��

ex + ey = 10

���� ����
�������
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10 "�"� #� ��!�&���� Fermat	 Rolle	 Lagrange

����� >� �����

���� �	 
����� ���	 ��0�� ���10�� ��� �	�����	 ��� 	���.��)��� .	� ���
��(��-.��(0��� .	� ��� �����.) ����() ��� �� 1������ 	�0��� 	����	�� s
	�� ��� ������

�
�

���� �*�	 �-�.� ��(��� .�����	� ����  !��	 xx′ 0��� ���� ��	 . 
� �����.)
����() t � 
0�� ��� ���	�

s (t) =
√
k2t2 + c2

���� k, c ���	� 
���.0� ��	
��0�� �	 	��1��!��� ��� � �	�����	 ��� υ(t)�

�� *��	� (�.������ ��� k�

�� 4����� ��� k ��	� t→ +∞�

���� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �����	� ��
) �+��	

x̂Oy .	� �� ��
���	((� �()(	 AB ().��� 10m ��� ������ �	  .�	 A, B
�-��
	����� � �+ ���� �-���0� Oy .	� Ox 	��������+�� 4� ��(��� B .�����	�
(� ��	
��) �	�����	 v = 2m/ sec .	� � 
0�� ��� � �+ ����  !��	 Ox 1����	�
	�� ��� ��� ����� s (t) = vt, t ∈ [0, 5] ���� t � ������ 8�� 1������-���	9

�� �	 
��
�� �� �(
	1��E (t) ��� ��������AOB +� ��� ����� ��� �������

�� 5���� ���	� � ��
(�� (��	
�-)� ��� �(
	1�� E(t) �� ����() .	� ���
����	 �� ().�� ��� �()(	��� OA ���	� 6 m3

���� �
� ��� ��������� ��� �

	# $%�&' (� �*�	� ��+���� ����
0���
x (�� 1�� -�� �(	��� �� (�	 	�����.) .	--�0����	 .	� ��--0��� g(x) (�� 1��
��� �	�	��(���� ���P������ �� g (x) = M0 +M (1− eμx) ���� M0, M .	�
μ ���	� 
���.0� ��	
��0� �	 �.'� ���� �� ��
(� (��	
�-)� ��� �	�	��(����
���P����� +� ��� ����� ��� g� 5��	 ���	� � ��(	��	 ��� ��	
�� � M03

��� �� ����#���� Fermat	 Rolle	 Lagrange

����� �� �����

���� B�	 ���(��	 ��)(	�	 '	����	� � ��	'�.) �	� ��	�� �+� ���	��)��+�
f , g� >����� �� ���	 ��(��	 (�1���2��	� � �	� �+��� ���� .	� ��� 	�� 	�� 
���	� ����. 	.���	�	�
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��

� �

��

� �

���� /�	 ��� �	�	. �+ ���	��)���� �	 �� 6��� 0�	 .	� -��� ��
	��� 
0��+�
	.��� �+� ��('+�	 (� �� 
����(	 ��� Fermat�

�� f (x) = 1
2x

2 − x

�� f (x) = 1
3x

3 − x

�� f (x) = 1
4x

4 − 2
3x

3 − 1
2x

2 + 2x

"� f (x) = 1
2x

2 − 4x+ 6 ln (x+ 1)

#� f (x) = 1
2e

2x − 3ex + 2x

$� f (x) = lnx− x+ ln (x+ 1)

��	� �'�� �-0�!��� ���� ���(���� �����������, ��� � f �.	������� ��� ���
0=
���� ��� 
�+�)(	��� ��� Rolle �	 
����� �	 ξ ��� (�1���2��� ��� f ′�

�� f : [−2, 2] → R, f (x) = x2 + 1

�� f : [−3, 0] → R, f (x) = x3 + 3x2 + 1

�� f :
[
1
2 , 2

]
→ R, f (x) = x2+x+1

x2+1

"� f : [0, ln 2] → R, f (x) = e2x − 3ex + 2,

#� f : [0, 1] → R, f (x) =
√
x− x

$� f : [0, 1] → R, f (x) =

{
0 x = 0

x lnx 0 < x ≤ 1

��
� �'�� �-0�!��� ���� ���(���� �����������, ��� � f �.	������� ��� ���=

0���� ��� 
�+�)(	��� (0��� ��()� ��� Lagrange �	 
����� �	 ξ ��	 �	 ����	

f ′ (ξ) = f(β)−f(α)
β−α �

�� f : [1, 4] → R, f (x) = 2x2 + 1

�� f : [1, 4] → R, f (x) = 2x3 + x2 + 1

�� f : [1, 4] → R, f (x) = 2x+3
x+2

"� f : [1, 4] → R, f (x) = 1
x − x

#� f : [1, 4] → R, f (x) = 2x+ 1
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��� "�"� #� ��!�&���� Fermat	 Rolle	 Lagrange

$� f : [1, 4] → R, f (x) =
√
−x2 + 5x− 4

���� �
� ��� ��������� Mathematical Tripos, Cambridge, 1935.
�	 
����� �� ξ ��� 
�+�)(	��� (0��� ��()� ��	 ��� ��� ������� f (x) =
x (x− 1) (x− 2) ��� 1� ���(	

[
0, 12

]
�

����� >� �����

���� �����	� � ��� �����

f (x) =
x

1 + |x|

�� �	 	��1��!��� ��� ���	� �	�	�+����(� .	� �	 
����� ��� �	� �+�� ����

�� �	 �'	�(����� �� 
����(	 (0��� ��()� ��� 1� ���(	 [−1, 1]

���� �	 	��1��!��� ��� 	� 1�� ���	��)���� �.	�������� ��� ���
0���� ���

�+�)(	��� ��� Rolle ��� 1� ���(	 [α, β] .	� 1�� 0���� �	� --�-�� �'	�=
��(0��� ���� 
	 0���� ���- ������ (�	 .���) �'	���(0���

���� B�� ��)(	 �� ���� � ��	'�.) �	� ��	�� �+� ��(��+� M(x, y) ���
�.	�������� ��� ��0���

(y + 1)3 = x2 (1)

�

�� C ��0�� 8�9 ���2�� (�	 ��� ����� y = f(x)� �	 
����� ��� ���� ����

�� �	 
����� �� ���	 x0 �	�	�+��2��	� � f �

�� B�	  .�	 . 
� 1�	��)(	��� ��� (��')� [−α,α] � f �	����� ���� ��(0��
*�������� 1�� 0��� �'	���(0�� �	� --�-� ���� xx′� 8�	 �-0�!��� 	���
��� �������(� �!�� 2���	� 	� � f ′ (�1���2��	�9� �*����	� �� �	�	� �+
�� 	���
��� (� �� 
����(	 ��� Rolle3

���� �*��+ f, g 1�� �	�	�+����(�� ���	��)���� (� ��1�� ����(�� �� [0, 1]
�0����� �����

• f(0) = g(1) = 0

• f(x) �= 0, g(x) �= 0 ��	 . 
� x ∈ (0, 1)

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr



�������� "� .��������� /������� ���

�	 	��1��!��� ��� �� ���� ξ ∈ (0, 1) 0��� �����

f ′ (ξ)
f (ξ)

+
g′ (ξ)
g (ξ)

= 0

���� �
� ��� ��������� ��� �*��
���'&"�� ��� $��!"# �
	��
�	 	��1��!��� ��� 1�� �� ���� k �0����� ���� � �!��+�� x3 − 12x+ k = 0 �	
0��� 1�� 1� '���� ��2�� ��� (0, 1)�

���� �
� ��� ��������� Mathematical Tripos, Cambridge, 1929.
�	 	��1��!��� ��� 	�

α0

n+ 1
+
α1

n
+ ...+

αn−1

2
+ αn = 0,

���� � �!��+��

α0x
n + α1x

n−1 + ...+ αn−1x+ αn = 0

0��� (�	 ���- ������ ��2	�

���� �*��+ f (x) = x ln x .	� 	��
(�� α, β (� 0 < α < β� �	 	��1��!��� ���
�� ξ ��� 
�+�)(	��� (0��� ��()� ��	 ��� f ��� 1� ���(	 [α, β] ���	� � 	��
(��

ξ =
1

e

β
β

β−α

α
α

β−α

��	� �*��+ f (x) = x (x− 1) (x− 2) (x− 3)� �	 	��1��!��� ��� � �	� �+���
��� f 0��� 	.��
�� ����� ��2�� ��� 	�).��� ��� 1� ���(	 (0, 3)�

��
� �	 	��1��!��� ��� � �!��+�� ex−1 = (e− 1) x2 0��� 	.��
+� ����� ��2��
��� 1�� ���'	���� .	� 	.�(� (�	 ��� 1� ���(	 (2, 3)�

���� �	 	��1��!��� ��� 	� � �	� �+��� (�	� ��� ������ ����(0��� �� 0�	
1� ���(	 1� 0��� ��2�� ���� � ��� ����� ���	� �=��

���� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' (� C ��� ����� f ����(0��
.	� �����)� ��� .-����� 1� ���(	 [α, β] 0��� �	� �+�� ��� 	���.�� 1� ���(	
(α, β) .	� f (α) = f (β) = 0� �	 	��1���
���

�� ���� ��	 �� ��� ����� F (x) = f(x)
x−c , ���� c /∈ [α, β] �� ���� c0 ∈ (α, β)

�0���� ���� F ′ (c0) = 0�

�� �� c /∈ [α, β], ��� �� ���� c0 ∈ (α, β) ���� � �'	���(0�� ��� ��(���
(c0, f (c0)) ��� ��	(()� (� �!��+�� y = f (x) 1�0����	� 	�� �� ��(���
(c, 0)�

���� B�����
���� ��� 
����(	 ��� Rolle ��+� 1�	�������	� ��� 
�
-�� �	�
��	 �	 	��1��!��� ��� 	.�-��
� ����.���� ����
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��� "�"� #� ��!�&���� Fermat	 Rolle	 Lagrange

• *��+ (�	 ��� ����� ����(0�� .	� �	�	�+����(� ��� 1� ���(	 (α, β)
8α, β ∈ R9 �0���	 ����

lim
x→α+

f (x) = lim
x→β−

f (x) = L

���� L ∈ R ) L = ±∞� 4��� �� ���� ξ ∈ (α, β) 0��� ���� f ′ (ξ) = 0�

B�� ���0���	�

�� B.�'
���� �+�  �	�� 
	 (������� �	 	��1���
�� �� 
����(	 ��� Rolle
��+� 1�	�������	� ��� 
�
-�� !�.�����	� 	�� ��� �	�	� �+ ����.�����

�� B.�'
���� �+� 
	 (������	(� ���� ����.���� �	 ��(����- 
��(� .	�
1�	��)(	�	 ���� . ���� 	�� �	  .�	 ���	� ±∞�

���� �*��+ � ��� �����

f (x) = (x− α)μ (x− β)ν

(� μ, ν 
���.��� 	.��	���� .	� x ∈ [α, β]

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x ∈ (α , β) �������

f ′ (x) = f (x)

(
μ

x− α
+

ν

x− β

)
�� �'�� ��	-�
������ ��� � f �.	������� ��� ���
0���� ��� 
�+�)(	��� ���

Rolle �	 	��1��!��� ��� �� ξ ��� (�1���2�� ��� f ′ ���	� ��

ξ =
ν

μ+ ν
α+

μ

μ+ ν
β

���� �*��+ ��� � �	� �+����(� ��� ����� f 0��� ��� 1� ���(	Δ ���- ������
ν ��2��� �	 1��!��� ��� � ��� �����

(
f2 (x)

)′
0��� ���- ������ 2ν − 1 ��2���

���� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� D�+���(� �� ��� �����
f (�

f (x) =
αx3

3
+

(
β

2
+ δ

)
x2 + (γ − δ) x+ δ

���� �� α, β, γ, δ ���	� ��	�(	��.�� 	��
(�� .	� ������ α
3 + β

2 + γ = 0� �	
	��1��!��� ��� �� ���� ξ ∈ (0, 1) �0���� ���� � �'	���(0�� ��� ��	'�.)�
�	� ��	��� ��� f ��� ��(��� (ξ, f (ξ)) �	 ���	� �	� --�-� ���� ���  !��	
x′x�

���� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (�

�� �	 	��1���
�� ��� (�	 ��� ����� f ����(0�� ��� R 0��� ��� �1�����	
f ′ = f 	� .	� (��� 	� f (x) = cex, ���� c ��	�(	��.) ��	
�� �
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�������� "� .��������� /������� ���

�� �	 
��
�� ��� ����� g ����(0�� ��� 1� ���(	
(
−π

2 ,
π
2

)
, � ����	 �.	�������

��� ��0���� g′ (x)συνx+ g (x) ημx = g (x)συνx .	� g′ (0) = 1992�

���� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� ������	� � ��	�(	��.0�
���	��)���� f, g ��� 0���� ��1�� ����(�� �� ����-� R� �� �� f .	� g 0����
�������� ������ �	�	������ .	� ���10���	� (��	!� ���� (� ��� ��0����

f ′ = g, g′ = −f

���� �	 	��1��!��� ��� �� ����� �� ���	��)���� f ′′ .	� g′′ .	� ���	� ���������
���1��!�� 	.�(	 ��� ������� �� ��0����

f ′′ + f = g′′ + g = 0

.	� ��� � ��� ����� h = f2 + g2 ���	� ��	
��)�

Augustin Louis Cauchy

1789-1857
��	� 4� ��-,'&* &%�'� ��&6� ��� Cauchy� �*��+ f , g 1�� ���	��)=
���� ����(0��� ��� 1� ���(	 [α, β] ��� �.	�������� ��� ���
0���� ��� 
�+�)=
(	��� (0��� ��()�� *���-0�� ���
0���(� ��� � �	� �+��� ��� g 1� (�1���2��	�
.	� ��� g (α) �= g (β)� �	 	��1��!��� ��� �� ���� 0�	 ���- ������ ξ ∈ (α, β)
�0���� ����

f (β)− f (α)

g (β)− g (α)
=
f ′ (ξ)
g′ (ξ)

��
� /�	 ��� �	�	�+����(� ��� ����� f ����(0�� ��� [α, β] ������ f(α) =
f(β) = 0, �	 	��1��!��� �� �� ���� ξ ∈ (α, β) ���� f ′(ξ) = f(ξ)�

���� �*��+ f , g ����(0��� .	� �	�	�+����(�� ��� Δ ��	 ��� ������ ������

f ′ (x) g (x) �= f (x) g′ (x)

��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ��� (��	!� 1�� ����+�1)���� ��2�� ��� f �� ����
��2	 ��� g�

���� �*��+ f ��� ����� ����(0�� ��� [α, β] � ����	 �.	������� ��� ���
0����
��� 
�+�)(	��� (0��� ��()�� �	 	��1��!��� ��� �� ����, .	� ������+��,
ξ ∈ [α, β] 0��� �����

�� f (β) eβ−ξ − f (α) eα−ξ = (β − α) (f (ξ) + f ′ (ξ))

�� f ′(ξ)
f(ξ) = 1

ξ−α + 1
ξ−β ���� f (x) �= 0 ��� (α, β)

��������	

�� �.���
%�� �
 *�+���� �'%�� ����� %��� f (x) ex

�� �.���
%�� �
 *�+���� Rolle %��� f (x) (x− α) (x− β)

���� �*��+ f : R → R (�	 �	�	�+����(� ��� ������ �	 	��1��!��� ��� 	� ��
f .	� f ′ ���	�  ����� ���	��)���� ���� � f ���	� ��	
��)�
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��, "�"� #� ��!�&���� Fermat	 Rolle	 Lagrange

���� �
� ��� ��������� ��� �*��
���'&"�� ��� $��!"# �
	
�
���!�� ��� 	� � ��� ����� f ���	� �	�	�+����(� ��� [α, β] .	� � �	� �+��� ���
���	� �����)� ��� [α, β] .	� �	�	�+����(� ��� (α, β) ���� �� ���� ξ ∈ (α, β)
0��� ����

f (β) = f (α) + (β − α) f ′ (α) +
1

2
(β − α)2 f ′′ (ξ)

����� /� �����

���� 7��
0���(� ��� �� c1, c2, ..., cν ���	� 	�	 1� '���� ��� : .	� �� 	��
(��
t1, f2, ..., tν ���	� 	�	 1�� 1� '����� �	 	��1��!��� ��� � �!��+��

c1x
t1 + c2x

t2 + ...+ cνx
tν = 0

0��� �� ��-� ν ��2�� ��� 1� ���(	 (0,+∞)�

���� 4� ��-,'&* ��� Taylor� �*��+ (�	 ��� ����� f ����(0�� ���
Brook Taylor

�"0� �!��
1� ���(	 Δ = [x0 − h, x0 + h] � ����	 ���	� n '��0� �	�	�+����(��

�� D�+���(� ��� ��� �����

F (t) = f (x0 + h)−
n−1∑
i=0

1

i!
f (i) (t) (x0 + h− t)i , t ∈ Δ

�	 	��1���
�� ����

F ′ (t) = − f (n) (t)

(n− 1)!
(x0 + h− t)n−1

�� D�+���(� ��� ��� �����

G (t) = F (t)−
(
x0 + h− t

h

)n

F (x0)

�	 	��1���
�� ����
G (x0 + h) = G (x0) = 0

�� �	 	��1���
�� ��� �� ���� ξ ∈ (x0 − h, x0 + h) �0���� ����

f (x0 + h) = f (x0)+
1

1!
f (1) (x0) h+...+

1

(n− 1)!
f (n−1) (x0) h

n−1+
1

n!
f (n) (ξ) hn

84���� ��� Taylor9

"� �	 �'	�(��
�� �� �������(��� ��	 �	 	��1���
�� ��� �� ���� ξ (��	!�
��� : .	� ��� x �= 0 0��� ����

ex = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + ....+

1

(n− 1)!
xn−1 +

1

n!
xneξ
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�������� "� .��������� /������� ���

��! * ��$�� ��� 
����� 
�������'

��"�� �� �����

���� �	 	��1��!��� ��� �� �	�	. �+ ���	��)���� ���	� �����+� 	�!������

�� f (x) = 2x3 + 3x2 + 6x+ 1

�� f (x) = 1
ln 22

x + x− 1

�� f (x) = 2x3 + 6ex + e

"� f (x) = −3e−x − e−xx2 − 2xe−x

���� �	 
����� �	 1�	��)(	�	 ��	 ����	 �� �	�	. �+ ���	��)���� ���	� �����=
+� 	�!������

�� f (x) = 3x4 − 12x2 + 1

�� f (x) = e2x − 10ex + 8x+ 1

�� f (x) = 2x3 + 3x2 + 6x+ 12 ln |x− 1| − 1

"� f (x) = x8−1
4x4

��	� �	 
����� �� (0����� .	� ��� �- ����� ��() ��� ��� ������ f (x) = x
8+

2
x

(� ��1�� ����(�� �� 1� ���(	 [1, 6]

��
� �	 
����� �� (0����� .	� ��� �- ����� ��() ��� ��� ������ f (x) =
x5 − x3 + x+ 2 ��� 1� ���(	 [−1, 1]�

���� �	 
����� �� (0����� .	� ��� �- ����� ��() ��� ��� ������ f (x) =∣∣x2 − 5x+ 6
∣∣ ��� 1� ���(	 [0, 2]�

���� �*��+ � ��� ����� f : [2, 4] → R (� f (x) = x2 + 3x+ 1�

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����+� 	�!���	�

�� �	 
����� �� ����-� ��(�� ��� f �

���� �'�� (�-��)���� +� ���� �� (�������	 �� ��� �����

f (x) = 2x3 − 9x2 + 12x+ 1, x ∈ [−1, 3]

�	 
����� �� ����-� ��(�� ����

���� �	 	��1��!��� ��� ��	 ��� ��� ����� f (x) = x2+x+1
x2+1

������ 1
2 ≤ f (x) ≤

3
2 �

���� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x ∈
[
3
4 , 2

]
������ 1 ≤ 3

√
x2

2x−1 ≤ 3

√
4
3 �

���� ����
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��" "�%� + ����� ��� 
����� 
�������(

���� 5��� ���	� �� ����-� ��(�� ��� ���	������ f (x) = x−1
x2−3x+3

3

���� �	 	��10�!��� ��� ��	 . 
� x ∈
[
0, π2

]
������ συνx

√
ημx ≤ 2

1
2 3−

3
4 �

��������	 �� f (x) = συνx
√
ημx, x ∈ [

0, π
2

]
�-��� f ′ (x) = 3συ2νx−2

2
√
ημx

� ?��-�� �� �
�
�
�-� ���

%������%� f �

���� �	 	��1��!��� ��� ��	 �-�� ��� ��	�(	��.0� ��(0� ��� x ������

−1

2
≤ x

1 + x2
≤ 1

2

��	� �	 
����� �� (0����� ��() ��� ��� ������

f (x) = 10 + 4x ln 9− 3x−1 − 33−x

��
� �
� ��� ��������� ��� �
	��

�� �	 
��
��� �� ��	�(	��.�� 	��
(�� α, β ���� � ��� ����� y = αx3 +
βx2 − 6x+ 1 �	 10���	� ����. 	.���	�	 ��	 ��(��	 x = 1 .	� x = −2

�� �	 (�-���
�� � (�������	 ��� �	�	� �+ ��� ������, 	'�� 	���.	�	�=
�	
��� �	 α, β (� ��� ��(0� �����

���� �	 
����� ��� �- ����� ��() ��� ��� ������ f (x) = 2x
2 − 1 + 2

2x2+2
�

��"�� >� �����

���� /�	 (�	 ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ���	� �	�	�+����(� .	�
��� ������ f ′(x) > 0 ��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ��� � f 1�� 0��� (0�����
��()� ?����� �� �������(��� ��(�0�	�(	 	� 	��� ��� R 0���(� 0�	 	���.��
1� ���(	 Δ� �*�	 .-�����3

���� �	 
����� ��(��� ���� ��	'�.) �	� ��	�� ��� y = x2 ��� 	�0��� 	��
�� ��(��� A(0, 1) �- ����� 	����	���

���� ��� 
���.�� 	��
(�� 0����  
����(	 ����	���+� ��� (� #:� 5��� ��
 
����(	 ���� �����	� (0�����3

���� �*��+ (�	 �	�	�+����(� ��� ����� f : Δ → R ���� �� Δ ���	� 0�	
	���.�� 1� ���(	� �*��+ A 0�	 ��(��� ��� ����01��� �	 	��1��!��� ��� 	� 0�	
��(��� B ��� Cf 	�0��� 	�� �� A �- ����� 	����	�� ���� � �'	���(0�� ���
Cf ��� B ���	� . 
��� ���� AB�

���� ������	� �� ���	��)����

f (x) = x2 − 1

g (x) = px
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�������� "� .��������� /������� ��!

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� ��() ��� p �� ��	'�.0� ���� �	�	�� ����
�0(����	� �� 1�� ��(��	 A,B�

�� �	 �.'� ���� ��� 	����	�� AB +� ��� ����� ��� p�

�� �	 
����� ��	 ���	 ��() ��� p � 	����	�� AB �����	� �- ������

���� ��	 ��	����	 ��	(	� . 
� 1�	')(��� ���P���+� ���� ��	�����
�.� ���
�� �+-)���� �+� ���P���+� ���  ����	� �	 �0'���� .	� ��� ���.�.��(0�	 ����
� ����
� ����
� ��� �������� .	� �� �������� .	� ����	1)���� �����.)
����() t 0���� ��	
��� -����
4�� ����() ��� ��	( ���� � 1�	')(��� � ���������� �+-���� #:: (�� 1��
���P����� ��� �(0�	� ��� 	�� �: �(0��� �� �+-)���� 0���	� ���� �:: (�� 1���
5���� 
	 ���	� �� �+-)���� (�� 	�� �: �(0���M

���� � �-�
��(�� Π �+� .	���.+� (�	� ��-�� 	�! ���	� +� ���� ��� �����
(� ��
(� (

1

10
ln

5

4

)(
5

4

) t
10

Π0

���� Π0 ���	� � �-�
��(�� ��� ��-�� .	� ��� �����.) ����() t = 0� B� ���	
�����	 � �-�
��(�� 
	 ���	� eΠ03

��	� C . 
� ��-�1	 ���� 
�
-��� ��0��� �	 0���

• A��(���=��.���� �(
	1�� S

• ������� =��!� ����
���� α

• ���+=A �+ ����
���� β

5+� ��0��� �	 ���-����� �� 1�	�� ���� ��� ��-�1	� 0��� ���� �	 0��� �� �- ���=
�� 1��	�� �(
	1��3

��
� D�+���(� 
���.��� 	��
(��� x, y (�  
����(	 k .	�m,n 
���.�� 	.0�	����

�	 	��1��!��� ��� � (0����� ��() ��� �	� ��	��� xmyn ���	� ��� (� mmnnkm+n

(m+n)m+n �

���� �	 (�-��)���� +� ���� �� (�������	 ��� ��� ����� f (x) = (1 + x)n+
(1− xn), ���� n 
���.�� 	.0�	����

���� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �	 	��1��!��� ���
	����������

�� ημx < 2x, x > 0

�� ημx > x− x3

3 , x > 0

���� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x > 0 �������

ln (1 + x) < x− x2

2
+
x3

3
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��0 "�%� + ����� ��� 
����� 
�������(

���� B��� ���(���� ����������� �	 x, y ���	� 
���.�� 	��
(�� .	� (��	
 --���	�
0��� ���� �	 �.	��������	� (�	 ��0��� Q�����	� �	 �!�� ���� 	� � �	�	��
0(���
�	� ��	�� �+� x, y �	����� 2�� (0����� ) �- ������

B��
).� 5	� ��	��
x+ y = α xy

xy = α x+ y

x+ y = α x2 + y2

x2 + y2 = α x+ y

x2 + y2 = α 1
x + 1

y
1
x + 1

y = α x+ y

���� ��	 �	�	�+����(� ��� ����� f 0��� ��1�� ����(�� �� R, 0��� �����)
�	� �+�� .	� 1�� 0��� 	.���	�	� �	 	��1��!��� ��� ���	� (��������

���� B�� ��)(	 	���.���2��	� (�	 ������) -�(�� ��)(	��� ��
��+�����
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xx
xx
xx

xx
xx

�

�

�

���

�*�	� 	
-��)� � ������ (����� �	 .�-�(�)��� (� �	�����	 υ1 .	� �	 ��0!�� (�
�	�����	 υ2 ���.���	� �	 (��	.���
�� 	�� �� A ��� B� 5+� ��0��� �	 ���-����
� 1�	1��() APB ���� �	 	�	���
�� � �- ������ ������3

���� �*��+ � ��� �����

g (x) = (1 + x)x

�� �	 .	
������� �� ��1�� ����(�� ��� Dg

�� �	 (�-��)���� ��� g +� ���� �� (�������	�

�� �	 	��10�!��� ��� ��	 . 
� x ∈ Dg ������

(1 + x)x ≥ 1

���� �
� ��� ��������� ��� �*��
���'&"�� ��� Berkeley# �

��
�	 	��1��!��� ��� ��	 �� 
���.) ��	
�� t ������ � ���1��	(�	�

ex > xt ��	 �-	 �	 x > 0 ⇔ t < e

��	� 5��� ��(��� ��� .	(��-�� y = x2+7x+2 ���	� �-���0����	 ���� ��
��	
y = 3x− 33
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�������� "� .��������� /������� ��1

� � �� � �� � �

� � ��� �

� �������

��
� �	 
����� ��� ��(0� �+� α, β ∈ R ��	 ��� ������ � ��� �����

f (x) = α (lnx+ x) + 2βx2 + 3x+ 1

�	����� 2�� ����. 	.���	�	 ��	 x1 = 1, x2 = 2� �	 .	
������� �� ��1�� �+�
	.��� �+��

���� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� α ∈ (−1,+∞), n ∈ [1,+∞) ������ �
	�������	 ��� Bernoulli�

(1 + α)n ≥ 1 + nα

���� �
� ��� ��������� ��� ����# 5����6 9*��3����'� C ��� �����
f ���	� �	�	�+����(� ��� .-����� 1� ���(	 [0, 1], .	� ������ f ′(x) > 0 ��	 . 
�
x ∈ (0, 1)� �� f(0) = 2 .	� f(1) = 4, �	 1��!��� ����

�� � ��
��	 y = 3 �0(��� �� ��	'�.) �	� ��	�� ��� f �F��	 	.��
�� ��(���
(� ���(�(0�� x0 ∈ (0, 1)

�� �� ���� x1 ∈ (0, 1), �0���� ����

f (x1) =
f (1 / 5) + f (2 / 5) + f (3 / 5) + f (4 / 5)

4

�� �� ���� x2 ∈ (0, 1), ���� � �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f
��� ��(���M(x2, f(x2)) �	 ���	� �	� --�-� ���� ��
��	 y = 2x+2000�

���� /�	 �� ��� ����� f : R → R 0��	� ��+��� ��� ���	� ����� '��0� �	�	�=
+����(� .	� ��� ������

2f (x) = x
(
1 + f ′ (x)

)
��	 �-	 �	 x �	 	��1��!��� ��� � f ′′ ���	� ��	
��)� 85���0!�� �1�	��0�+� ���
��() x = 09� �� ����-0�� f(1) = 2 
����� ��� f �

���� �
� ��� ��������� ��� �


# $%�&' IV� �*��+ � ��� ����� f
�	�	�+����(� ��� [0,+∞), ��	 ��� ����	 ������

[f (x)]5 + 2 [f (x)]3 + 3f (x) = (x+ 1) ln (x+ 1)− 4

5
x− x2

2
+
x3

3
+ 182

��	 . 
� x ∈ [0,+∞)� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����+� 	�!���	 ���
x ∈ [0,+∞)�
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��� "�%� + ����� ��� 
����� 
�������(

���� �
� ��� ��������� ��� ����# 5����6 9*��3����'� 4�
�����.) ����() t = 0 ��������	� �F��	� 	�
��) 0�	 ' �(	.�� C ���.0���+��
��� '	�( .�� ��� 	�(	 ��� 	�
����� 1����	� 	�� �� ��� �����

f (t) =
αt

1 +
(

t
β

)2 , t ≥ 0

���� α .	� β ���	� ��	
���� 
���.�� ��	�(	��.�� 	��
(�� .	� � ������ t (��� �	�
�� ����� C (0����� ��() ��� ���.0���+��� ���	� ��� (� �# (�� 1�� .	�
������� ���	� $ ���� (�� �� ���)���� ��� '	�( .���

�� �	 
����� ��� ��(0� �+� ��	
���� α .	� β�

�� �� 1�1�(0�� ��� � 1� �� ��� '	�( .�� ���	� 	����-��(	��.), ��	� �
��() ��� ���.0���+��� ���	� ���- ������ ��� (� �� (�� 1��, �	 
�����
�� �����.� 1� ���(	 ��� �� ' �(	.� 1�	 	����-��(	��. �

���� �	 -����� ��� �!��+��

9x + 3x = 5x + 7x

���� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �� � ��� ����� f ���	�
�	�	�+����(� ��� 1� ���(	 [1, e] (� 0 < f(x) < 1 .	� f ′(x) ≥ 0 ��	 . 
�
x ∈ [1, e], �	 	��1��!��� ��� �� ���� 0�	� (��� 	��
(�� x0 ∈ (1, e) �0�����
����

f (x0) + x0 lnx0 = x0

���� �	 -����� �� ���
-�(	 %$# ���� ������+�� ��� � -�(�� 0��� ��)(	
.�.-�� 	.���	� ρ .	� �	 A,B ���	� 	���1�	(����. �

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

xxx
xxx
xxx

xxx
xxx
xxx

xxx
xxx
xxx
xxx

�

�

�

��

�

��	� 5���� -����� 0��� � �!��+�� x3 − 7x2 + 14x− 7 = 0 3

��
� 5���� ��2�� 0��� �� ��-����(� f (x) = x4 + 4x+ 13

�	�� �	 	��1��!��� ��� � �!��+��

x3 − 3x+ 1 = 0

��� 1� ���(	 (0, 1) 0��� 	.��
�� (�	 ��2	�
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�������� "� .��������� /������� ���

�	�� �*��+
f (x) = x2ex − 2

�	 	��1��!��� ����

�� f ′ (x) = f (x) + 2xex + 2

�� lim
x→+∞ f (x) = +∞

�� lim
x→−∞ f (x) = −2

"� C f ′ 0��� 1�� (��� ��2���

#� C f 0��� ��� R (�	 (��� ��2	�

�	�� �*��+ � ��� �����
f (x) = xλe2λ−x

(� λ > 0�

�� �	 	��1��!��� ��� � (0����� ��() ��� f ���	�

(λe)λ

�� 5+� ��0��� �	 �.-���� � λ 0��� ���� � (0����� ��() ��� f �	 ���	� �
�- ����� 1��	�)3

�	�� �*��+
f (x) = ex

3
√
x2

�� �	 (�-���
�� � f +� ���� �� (�������	 .	� �	 
��
�� �� ����-� ��(��
����

�� �	 
��
�� �� �-)
�� �+� ��2�� ��� �!��+���

ex
3
√
x2 − λ = 0

�	�� �	 
����� �� �-)
�� �+� ��2�� ��� �!��+����

1

x3
− 1

x
= λ

�	�� �	 	��1��!��� ��� �	�	�+����(�� ���	��)���� f : R → R ��� 0���� ���
�1�����	

f ′ + f = 0

���	� 	.��
�� �� ���	��)���� ��� (��')�

f (x) = ce−x

���� c ∈ R�
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��� "�%� + ����� ��� 
����� 
�������(

�	�� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' IV� �*��+ � ��	�(	��.)
��� ����� y ��� ��	�(	��.)� (��	
-��)� x (� y = x+ 4

x �

�� �	 
����� �� ��1�� ����(�� .	� �� ����-� ��(�� ��� y�

�� �	 �!�� ���� ��� y +� ���� �� (�������	 �� . 
� 0�	 	�� �	 1�	��)(	�	
(0, 2] .	� [2,+∞)�

�	�� �*��+ f : [α, β] → R �	�	�+����(� �0���	 ���� � f ′ 0��� 1�� (��� ��2��
x1, x2 (� α < x1 < x2 < β�

�� �	 	��1��!��� ��� �� . 
� 0�	 	�� �	 1�	��)(	�	

[α, x1] , [x1, x2] , [x2, β]

� f 0��� �� ���) (�	 ��2	�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� �� x1 ���	� ��2	 ��� f ���� � f 1�� 0��� ��2	 ���
[α, x1) ∪ (x1, x2]� 8��(��	 	� �� x2 ���	� ��2	 ��� f ���� f 1�� 0��� ��2	
��� [x1, x2) ∪ (x2, β]9

�� �	 	��1��!��� ��� 	� �� α ���	� ��2	 ��� f ���� � f 1�� 0��� ��2	 ���
(α, x1] 8��(��	 	� �� β ���	� ��2	 ��� f ���� � f 1�� 0��� ��2	 ��� [x2, β)
9

"� �	 	��1��!��� ��� � f 0��� ��2	 ��� (α, x1) 	� .	� (��� 	�

f(α)f(x1) < 0

�		� �	 
����� ����� ��2�� ��� ��� ������ f (x) = x3−6x2+9x−10 	�).���
��� 1� ���(	 [−2, 3]�

�	
� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� 2����� (��	1�.�� 	��
(�� α, β .	� ��	 . 
�
�	�
�� ���*���
�� r > 1 �������

|α+ β|r ≤ 2r−1 (|α|r + |β|r)

��������	 �� �)���%��� �=��%�� ��� ������'�� $��-$�=%� 
$
� β = 0� �� β �= 0( �
�= ���

����=��	�� ���%
����� ��	�- �� �$
&�-)
��� 
�� 2r−1
(∣∣∣αβ

∣∣∣r + 1
)
−
(∣∣∣αβ

∣∣∣ + 1
)r ≥ 0� ����%*�-�� ��

��� %������%� f (x) = 2r−1 (xr + 1) − (x+ 1)r( x ≥ 0�

�
�� *��	� 1��	��� �	 	��1���
�� (� (�
�1��� ��� ��-��
�	� 8(�� �������)=
���� �	 �� 	��1��!���9 ��� �!��+��

2x5 − 5x4 + 5 = 0 (E)

1�� ���-���	� 81�-	1) 1�� ���	� 1��	�� �	 
���(� ������ ��� �	 �	�0���� ���
��2�� ��� (� ��)�� �+� ���� �+� �� !�+� .	� �!	�+�) ��2��9� �	 	��1��!���
��� � (E) 0��� ����� ��	�(	��.0� ��2���
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�������� "� .��������� /������� ���

�
�� �	 
����� �� �-)
�� �+� ��2�� ��� �!��+��� συνx = x�

�
�� �	 
����� �� �-)
�� �+� ��2�� ��� �!��+��� lnx = x− 1�

�
�� �	 	��1��!��� ���

�� x2 − x > x lnx > x− 1

�� x2 − 1 > 2x ln x > 2 (x− 1) , x > 1

�
�� �
� ��� ��������� ��� �


# $%�&' IV� �	 	��1��!��� ���

ln (x+ 1) > x− x2

2
− 1

5

��	 . 
� x ∈ [1,+∞)

�
�� �	 	��1��!��� ��� �

f (x) = x4 + 2x2 − 6x+ 2

0��� �� ��-� 1�� ��	�(	��.0� ��2���

�
�� ������	� �� ���	��)���� f (x) = ex+lnx+x2001+5, g (x) = −x2+2x+3�
�	 
����� ��� (0����� ��() ��� ��� ������ f ◦ g�

�
�� �	 -����� ��� �!��+��

lim
x→y

2e
x−y−1 = 1

�
	� �	 	��1��!��� ��� ��	 α > 1 � ��� �����

ϕ (x) =
eαx

x2 + α2

���	� �����+� 	�!���	�

�

� �
� �� /�*01���&� Putnam# �
�	� 5��	 ���	� � (0����� ��()
���

∣∣z3 − z + 2
∣∣ ��	� z ���	� (��	1�.�� 	��
(�� (� |z| = 13

	��� �*�	 .�(( �� �	����� ��)(	��� ��
��+���� �	�	--�-��� ((�� 0��� 1�=
	�� ���� α < β� ��� 	��� 	��.�����(� �0����	 ���� �+�	 �-��� � x 8
-0��
��)(	9 .	� .	�	�.�� 2��(� 0�	 .���� 	���.�� �� �+� 5+� ��0��� �	 ���-����
�� x ���� �� .���� �	 0��� ��� (0����� 1��	�) �+����.����	3

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



��, "�%� + ����� ��� 
����� 
�������(

α

β x

x

β − 2x

α − 2x
α − 2x

β − 2x

x

	��� ) *,!6 ��� Fermat� �*�	 .����� (����� �	 .���
�� ��� (0�� M1

(� �	�����	 υ1 .	� ��� (0�� M2 (� �	�����	 υ2� 4	 1�� (0�	 1�	�+��2���	�
	�� ��� ��
��	 ε�

�

�

�

�

�

�

��

��

�	 	��1��!��� ��� 	� .���
�� 	�� �� A ��� B .	� �� 1�	1��() ASB � ������
.������ 
	 ���	� �- ������ �'���� �� ��(��� S ���-���� 0��� ���� �	 �������

ημx

ημy
=
υ1
υ2

Pierre Fermat
�"�� �""� 	��� �*��+ λ ∈ R .	� � ��� �����

f (x) = λx3 + x2 + (1− 3λ) x+ 2λ− 2

�� �	 	��1��!��� ��� 	��! ����	 	�� �� ����� ���	� � λ � ��	'�.) �	� �=
�	�� ��� f (x) 1�0����	� 	�� 1�� ��	
�� ��(��	 �	 ����	 .	� �	 ����=
1���������

�� �	 (�-��)���� +� ���� �� (�������	 .	� �	 	.���	�	 ��� f (x) ��	 ���
1� '���� ��(0� ��� λ ∈ R�
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�������� "� .��������� /������� ���

	��� �
� ��� ��������� ��� �*��
���'&"�� ��� Berkeley# �
��
�*� �
	�� �*��+ f : R → R �	�	�+����(�� 7��
0���(� ��� f ′ (x) > f (x)
.	� ��� f (x0) = 0� ���!�� ��� f (x) > f (x0) ��	 �-	 �	 x > x0� ��������	

����%*�-�� �� ��� %������%� g (x) =
f(x)
ex

�

	��� ��	 ��� �����, ����(0�� �� .-����� 1� ���(	, (�1���2��	� ��	  .�	 ���
.	� ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(�� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��� ����� �	�����
(�	 
���.) ��() ���� 
	 �� ���� 0�+����.� ��(��� ��� 1�	��)(	��� ���� �
1������ �	� �+��� ��� 
	 ���	� 	�����.)�

	��� <��* 
,���'&* ��� Johann Bernoulli� 4� �(�.�.-�� ��� ��)=
Johann Bernoulli

�""!  �!,0
(	��� 0��� 1� (���� � .	� �� M ���	� (��	
-��� ��(��� ���� �	 
��
�� �� x
���� �� �(
	1�� ��� ��
��+���� OMNT �	 ���	� (0������

	��� �
� ��� ��������� (�(�4# (�/"*# �

�� � .�.-�� x2 + y2 = 1
�0(��� ��� x= !��	 ��	 P,Q�

�*�	�  --�� .�.-�� (� .0���� �� Q .	� (��	
-��) 	.���	, �0(��� ��� �����
.�.-�, � �+ 	�� ��� x= !��	 ��� R .	� �� ��
���	((� �()(	 PQ ��� S� �	

����� �� (0����� ��� �(
	1�� ��� �������� QSR�

	��� �
� ��� ��������� ��� �*��
���'&"�� ��� Berkeley# �
	��
�	 	��1��!��� ��� � �!��+��

αex = 1 + x+
x2

2
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��" "�%� + ����� ��� 
����� 
�������(

���� α 
���.�� 0��� 	.��
�� (�	 ��	�(	��.) ��2	�
��������	 �� 
�
��%��� f (x) = αex −

(
1 + x+ x2

2

)
� @ $��-$�=%� 
$
� α ≥ 1 �-��� ��	
��

&�
�� � f �-��� ���%-=� ��)
�%�� @ $��-$�=%� 
$
� 0 < α < 1 *'��� ���������� $�
%
��� ����

$��-$�=%� ���� � f ′ '��� &�
 �->��� 2�-�� �� ���'� $�-���� � f � ���'� ��� �->���

	�	� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� �*��+
f �	�	�+����(� ��� ����� �0���	 ����

f(x) + f ′(x) ≤ 1

��	 �-	 �	 x ∈ R (� f(0) = 0� 5��	 ���	� � (��	-����� 1��	�) ��() ��� f(1)3
87��1��!��� �	 
�+�)���� �� ��� ����� exf(x)�9

��"�� /� �����

	�
� 4� 5�-,'&* ��� Darboux� �*��+ f : Δ → R (�	 �	�	�+����(�
��� ������ �	 	��1��!��� ��� � �	� �+��� f ′ ��� f 0��� ��� 1�����	 �+�
��1�	(0�+� ��(��, 1�-	1) . 
� 	��
(�� y (��	!� 1�� ��(�� y1 = f ′(x1),
y2 = f ′(x2) ���	� ��() ��� f ′�
��������	 ����%*�-�� �� ��� $��-$�=%� $
� x1 < x2( y1 < y < y2 9A� �$
�
�$�� $���$�+%���

�������=$->
���� ����
��:� 5�%�= g (x) = f (x) − y (x− x1) �� �$
&�-)��� 
�� � g �-��� %������

%�
 [x1, x2] 	�� �$
�'�=� '��� �����%�� ���� %� 	�$
�
 x0 ∈ [x1, x2]� 2�-)�� 
�� ���
 �
 x0 *�

$�'$�� �� �-��� �%=����	
 �
� &��%�����
� [x1, x2]� ���� %��'���� ���%��
$
��-%�� �
 *�+���� �
�

Fermat ��� �� %��$������� 
�� *� �-��� f ′(x0) = y�

Jean Gaston Darboux
�0,� �1�! 	��� ) *�����'�* ��� Cauchy� �	 	��1��!��� ��� 	� α1, α2, ..., αν ���	�

ν (� 	�����.�� 	��
(�� ���� ������

α1 + α2 + ...+ αν

ν
≥ ν

√
α1 · α2 · ... · αν

��������	 3��%��
$
��-%�� �$��=�� %�
 ν� B$
*'%�� 
�� �
 �$
&��	�'
 �%���� ��� ν 	�� �� 

� �� �$
&�-)��� 
�� �%���� ��� ν + 1 �� ����%*�-�� ��� %������%� f (x) = α1+α2+...+αν+x
ν+1

−
ν+1
√
α1 · α2 · ... · αν · x

Edmund Landau
�0!! �1��

	��� ) *�����'�* ��� Landau� �*��+ f : [−1, 1] → R (�	 1�� '��0�
�	�	�+����(� ��� ����� ��	 ��� ����	 ��	 �-	 �	 x ��������

• |f (x)| ≤ A

• |f ′′ (x)| ≤ B

�	 	��1���
�� ��� ��	 �-	 �	 x ������

• |f ′ (x)| ≤ A+B

	��� �*��+ α > 0 (� α �= 1� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ������

|f (x)− f (y)|α ≤ |x− y|
��	 �-	 �	 x, y� �	 	��1���
�� ��� � �!��+�� f (x) = x 0��� (�	 ���- ������
-����

�8 ��
���*� �
&��� 
	��� ���)'��5
#�����
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�������� "� .��������� /������� ��!

��, * ��$�� ��� ��.����� 
�������'

��#�� �� �����

	��� �	 	��1��!��� ��� ���� �	�	. �+ ����������� � ��� ����� f ���0'�� �	
.��� ���� �	 . �+ �� �-� �� ��1�� ����(�� ����

�� f (x) = x2

�� f (x) = ex

�� f (x) = log 1
2
x

"� f (x) = 12x2 + 12x+ 12

#� f (x) = x−
√
x

$� f (x) = −
√
1− x2

	��� B� . 
� (�	 	�� ��� �	�	. �+ ����������� �	 
����� �	 1�	��)(	�	 ����
� f ���	� .���) ) .��-��

�� f (x) = 1
6x

3 − x2 + 1

�� f (x) = x4 − 6x3 + 12x2 − 12

�� f (x) = 1
2x

2 − x lnx+ x

"� f (x) = x+ 1
x

#� f (x) = ημx

$� f (x) = x lnx− x− 1
12x

4

	��� �	 
����� �	 ��(��	 .	(�)� �+� �	�	. �+ ���	��)��+��

�� f (x) = x3 − 3x2 + 18

�� f (x) = 2x2 lnx− 5x2 + 1

�� f (x) = x4 − 6x2 + 3

"� f (x) = 12x2ex − 84xex + 168ex − x4 + 6x3 − 12x2 + 1

#� f (x) = 3x5 − 10x4 + 10x3 + 3

$� f (x) = ex−x2

��#�� >� �����

	��� /�	 ���0� ��(0� ��� α ) ��� �����

f (x) = x4 − 4αx3 + 8x2 + 20

���0'�� �	 .��-	 ���� �	  �+ �� �-� �� R3

	��� 4� ��(��� A(1, 3) ���	� ��(��� .	(�)� ���

f (x) = αx3 + βx2

>����� �	 α, β�
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��0 "�-� + ����� ��� ��1����� 
�������(

	�	� + ,��*
���- � ��� Agnesi �*��+ � .�.-�� (� 1� (���� �� ���� � ���	�
� 	��) �+� 	!��+� .	� A(0, α) , α > 0� B� . 
� ��(��� T (x, α) ��� ��
��	�
y = α 	����������(� �� ��(��� ��()� � ��� ��
��	� �4 (� ��� .�.-�� �*��+
y � ���	�(0�� ��� �� ���2��	� ���� (�	 ��� ����� y = f (x)�

Ο

Α Τ

Μ

�� �	 
��
�� � ����� ��� f

�� �	 
��
��� �	 ��(��	 .	(�)� ��� f

Maria Gaetana Agnesi

1718 - 1799

	�
� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' I� �����	� � ��� ����� f
(� f (x) = x2 (x− 3)+4, ��	 x ∈ R� ���( 2��(� x1, x2 �	 ��(��	 ��	 ����	 �
f �	����� 2�� ����. 	.���	�	 .	� x3 �� ��(��� ��� ����� �	����� 2�� .	(�)�
�	 	��1���
�� ��� �	 ��(��	 ��� ����01�� (x1, f (x1)), (x2, f (x2)), (x3, f (x3))
���	� �����
��	. �

	��� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' I�

�� �����	� � ��� ����� f ����(0�� .	� 1�� '��0� �	�	�+����(� ��� 1� ���=
(	 Δ (� ��(0� ��� (0,+∞)� �	 1���
�� ��� � ��� ����� g (� g (x) =
ln f (x) ���0'�� �	 .��-	  �+ 	� .	� (��� 	� ������ f (x) f ′′ (x) ≥
(f ′ (x))2�

�� �	 
��
�� �� (0����� 1� ���(	, ��� ����� � ��� ����� g (� g (x) =
ln
(
x2 + 2

)
���0'�� �	 .��-	  �+�

	��� �	 	��1��!��� ��� � ��� �����

f (x) =
x+ 1

x2 + 1

0��� ���	 �����
��	. ��(��	 .	(�)��

�versiera ��
 	� ��	����
 vertere ��� 
�#����� 9
	�+�':! ;
	

� versiera $	�� ���


��	
#��
� 	�� �+*�� avversiera ��� 
�#���� ��� 9#�)�

�:! -�
 +�� #�	����
	��
 ��&��

	� -))���� ����
&��� '� witch ��� +	
� +#���� 
	�� ������)�����!
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�������� "� .��������� /������� ��1

	��� �*��+ ��� � f ���	� ����(0�� .	� 1�� '��0� �	� �+����(� ��� [α, β], ���
f (α) = f (β) = m .	� f ′′ (x) < 0 ��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ��� ������
f (x) ≥ m ��	 �-	 �	 x�

	��� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �����	� � ��� �����
f , 1�� '��0� �	�	�+����(� ��� R ��	 ��� ����	 ������ f ′ (x) �= 0 ��	 . 
�
x ∈ R .	� � ��� ����� g �0���	 ���� g (x) f ′ (x) = 2f (x) ��	 . 
� x ∈
R� �	 	��1��!��� ���, 	� � ��	'�.) �	� ��	�� ��� f 0��� ��(��� .	(�)� ��
A (x0, f (x0)), ���� � �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� g ��� ��(���
B (x0, g (x0)) ���	� �	� --�-� ���� ��
��	 y − 2x+ 5 = 0�

	��� �� �*��+ f : [α, β] → R (� f ′′ (x) > 0 ��	 . 
� x ∈ [α, β]

8	@9 �	 	��1��!��� ���

f

(
α+ β

2

)
<
f (α) + f (β)

2

8
@9 /���.����	 �	 	��1��!��� ��� 	� p > 0, q > 0 (� p + q = 1 ����
������

f (pα+ qβ) < pf (α) + qf (β)

f(α)

f(β)

α pα + qβ β

pf (α) + qf (β)

f (pα + qβ)

8�@9 5+� 
	 1�	��������	� �� 	��������� �+� �������(0�+� ��+��=
( �+� 	� f ′′ (x) < 0 ��	 . 
� x ∈ [α, β]3

�� �	 	��1��!��� ��� �	�	. �+ 	����������

8	@9 e
α+β
2 < eα+eβ

2 , (α < β)

8
@9
( |α|+|β|

2

)ν
≤ |α|ν+|β|ν

2

8�@9 ημ
(
13
31x+ 18

31y
)
> 13

31ημx+ 18
31ημy 0 < x < y < π

	��� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' (� �*��+ � ��� ����� f
(�

f (x) =

(
α− 2

3

)
x3 −

(
α+

1

2

)
x2 − 10x+ 7 x ∈ R

�	 
����� �� α ∈ R ���� � f �	 �	����� 2�� .	(�) ��� x = 3
2 � ��� ��	 ���

��() 	��) ��� α, �	 ���(	������ ��� ���	.	 (��	
�-�� ��� f �
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��� "�-� + ����� ��� ��1����� 
�������(

	��� �
� ��� ��������� ��� ����� B��� �!�� ���� ��� 0���� �::�
1�
�.� �� 	.�-��
� 
0(	�

΄Εστω μία συνάρτηση f συνεχής σ’ενα διάστημα [α, β] που έ-
χει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο (α, β). Αν ισχύει f (α) =
f (β) = 0 και υπάρχουν αριθμοί γ ∈ (α, β), δ ∈ (α, β) έτσι ώστε
f (γ) · f (δ) < 0 να αποδείξετε ότι:

1. Υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0 στο
διάστημα (α, β).

2. Υπάρχουν σημεία ξ1, ξ2 ∈ (α, β) τέτοια ώστε f ′′ (ξ1) < 0
και f ′′ (ξ2) > 0.

3. Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο καμπής της γραφικής
παράστασης της f .

�'�� 1�	
 ���� �	 �����. (� �� ��(��� .	(�)� 	�� �� 
�
-�� �	��

�� �	 	�	��)���� �	 1�� ����	 ��+�)(	�	�

�� �	 
�+�)���� ��� ��� ����� f : [−2, 2] → R (�

f (x) =

⎧⎨⎩
−2x3 − 6x2 − 5x− 2 , −2 ≤ x ≤ −1

x , −1 < x < 1
−2x3 + 6x2 − 5x+ 2 , 1 ≤ x ≤ 2

Ο−2 2

.	� ��� ���0���	�

8	@9 �	 	��1��!��� ���

f ′ (x) =

⎧⎨⎩
−6x2 − 12x− 5 , −2 ≤ x ≤ −1

1 , −1 < x < 1
−6x2 + 12x− 5 , 1 ≤ x ≤ 2

8
@9

f ′′ (x) =

⎧⎨⎩
−12x− 12 , −2 ≤ x ≤ −1

0 , −1 < x < 1
−12x+ 12 , 1 ≤ x ≤ 2
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�������� "� .��������� /������� ���

8�@9 �	 	��1��!��� ��� � f 1�� 0��� ��(��	 .	(�)��

�� ��� �� 
�9 ��� ���	� ��� �� �����(	 ��9 ��� 
0(	��� ���	� - 
��� /�	��3

	��� �
� ��� ��������� ��� �


# $%�&' ( �����	� ��� ����� f :
R → R 1�� '��0� �	�	�+����(� � ����	 �� ��(��� x0 ∈ R �	����� 2�� ����.�
	.���	�� �� : .	� �.	������� �� ��0��

f ′′ (x) > 4
(
f ′ (x)− f (x)

)
��	 . 
� x ∈ R�

�� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� g (x) = f (x) e−2x ���	� .���) R�

�� �	 	��1��!��� ��� ���	� f (x) ≥ 0 ��	 . 
� x ∈ R�

	�	� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' I�

�� �	 (�-���
�� +� ���� �� (�������	 .	� �	 .��-	 � ��� ����� f (�
f (x) = αx − x, x ∈ R .	� 0 < α < 1�

�� �	 
��
��� �� ��	�(	��.0� ��(0� ��� λ ��	 ��� ������ ������ � ������	

αλ2−4 − αλ−2 =
(
λ2 − 4

)
− (λ− 2)

	�
� �*��+ � ��� �����

f (x) = αx3 + βx2 + γx+ δ

(� α �= 0 .	� β2 − 3αγ > 0� �	 	��1��!��� ���

�� C f �	����� 2�� ����.� �- ����� �� . ���� x1, ����.� (0����� �� . ����
x2 .	� .	(�) �� . ���� x3�

�� ���!�� ��� Γ (x3, f (x3)) ���	� (0�� ��� �()(	��� (�  .�	 A (x1, f (x1))
.	� B (x2, f (x2))

��������	 9��� �
 9 /5: : 2�-)�� $�+�� 
��

f (x1) + f (x2)

2
− f

(
x1 + x2

2

)
=

1

8
(x1 − x2)

2 (3α (x1 + x2) + 2β)

	��� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �����	� � ��	�(	��.)
��� ����� g, 1�� '��0� �	�	�+����(� ��� R, �0���	 ���� g (x) > 0 .	�
g′′ (x) g (x)− [g′ (x)]2 > 0 ��	 . 
� x ∈ R� �	 	��1��!��� ���

�� C ��� ����� g′
g ���	� �����+� 	�!���	 .	�

�� g
(
x1
2 + x2

2

)
≤

√
g (x1) g (x2) ��	 . 
� x1, x2 ∈ R�
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��� "�2� +� ������� Bernoulli-De l’ Hospital

��������	 9��� �
 9 /5: : #�	�- �� �)�%.��-%
��� 
�� ln g
(x1

2
+ x2

2

) ≤ ln
√

g (x1) g (x2) � �%
&� 

���� 
�� ln g
(x1

2
+ x2

2

) ≤ 1
2
ln g (x1) +

1
2
ln g (x2)� �$
��-�� �� ����%*�-�� 
$=� %��� �%	�%� 0�,

�� �� %������%� f (x) = ln g (x)�

	��� �� �*��+ f : [α,+∞) → R �	�	�+����(� (� �	� �+�� �����+� 	�!=
���	 .	� 
���.) ��� α� ���!�� ��� lim

x→+∞ f(x) = +∞�

�� �*��+ f : R → R (�	 ��� ����� ��� ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(� .	�
��	 ��� ����	 ������

lim
x→−∞ f(x) = lim

x→+∞ f(x) ∈ R

�	 	��1��!��� ��� � f 1� (����� �	 ���	� .���)�

��#�� /� �����

	��� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��� ����� f ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(� ���
1� ���(	 Δ .	� ������ f ′′ (x) > 0 ��	 �-	 �	 x ���� ��	 . 
� x1, x2, ..., xν ∈ Δ
.	� λ1, λ2, ..., λν ∈ [0, 1] (� λ1 + λ2 + ...+ λν = 1 ������

f (λ1x1 + λ2x2 + ...+ λνxν) ≤ λ1f (x1) + λ2f (x2) + ...+ λνf (xν)

��/ *� ������� Bernoulli-De l’ Hospital

��$�� �� �����

	��� �	 ���-������� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→0

ln(1+x)
ex−1

�� lim
x→0

x2

e−x+x−1

�� lim
x→0

x−ημx
x2

"� lim
x→+∞

ln x−1
x

1
x

#� lim
x→1

xα−1
x−1

$� lim
x→1

lnx
xα−1

%� lim
x→2

ln(x−1)
x2+x−10

&� lim
x→0

ημ(αx)
ημ(βx)

	��� �	 ���-������� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→+∞

ex+1

x−1

�� lim
x→+∞

x2−1
ln(x2+1)

�� lim
x→+∞

ln(x+1)
ln(x+2)

"� lim
x→+∞

√
x+1+1√
2x+1−1

#� lim
x→+∞

ln(x+1)+ln(x+2)
ln(x+3)+ln(x+4)

$� lim
x→+∞

2x+
√
x

x+
√
x

%� lim
x→+∞

4
√
x+1

3
√
x+1

&� lim
x→−∞

ln(1−x)−x
ln(2−x)−2x
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�������� "� .��������� /������� ���

	��� �	 ���-������� �	 �	�	. �+ ���	�

�� lim
x→0

(
1

ln(1+x2)
− 1

x2

)
�� lim

x→0+
x lnx

�� lim
x→0+

xx

"� lim
x→+∞x

1
x

#� lim
x→0

(συνx)
1
x

$� lim
x→0+

√
x lnx

%� lim
x→(π2 )

−

(
π
2 − x

)
εϕx

&� lim
x→+∞

(
2x+1
2x−1

)x

	��� >����� �� ����

lim
θ→π

2

ημ (θσυνθ)

συν (θημθ)

	��� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� >�����
�� ����

lim
x→0

exσυνx − 1− x

ημx2

��$�� >� �����

	�	� �*��+ � ��� �����

f (x) =

{
x2 + x+ λ− 2 x ≤ 1

xλ−1
x−1 x > 1

����
λ > 0

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)��

�� 7� �����  �	�� ��(0� ��� λ ��	 ��� ������ � f ���	� �	�	�+����(�3

	�
� �*��+ ϕ 0�	 �����1)���� ��-����(� (� 
	
(� (��	-����� ) ��� ��� ��

�� �	 	��1��!��� ��� �������

lim
x→+∞

ϕ (x)

ex
= lim

x→+∞
lnx

ϕ (x)
= 0

�� 5��0� 	�� ��� �	�	. �+ �������� ���	� 	-�
���3

8	@9 lim
x→+∞

(
ϕ(x)
ex − lnx

ϕ(x)

)
= 0

8
@9 lim
x→+∞

ϕ2(x)−ex lnx
ex lnx = −1

8�@9 lim
x→+∞

(
ϕ2 (x)− ex lnx

)
= 0
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��, "�2� +� ������� Bernoulli-De l’ Hospital

	��� �	 	��1��!��� ���

lim
x→+∞

(
1 +

α

x

)x
= eα

	��� /�	 ��� ��() ��� λ � ��� �����

f (x) =

{
λ , x = 0
xx , x ∈ (0,+∞)

���	� �����)�3

	��� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� ������	� �� ��	�(	��.0�
���	��)���� f, g (� ��1�� ����(�� �� R, ��� 0���� ����� .	� 1������ �	� �=
+�� .	� g (x) �= 0 ��	 . 
� x ∈ R� �*��+ α ��	�(	��.�� 	��
(��� D0���(�

A = f(α)
g(α) .	� B = f ′(α)−Ag′(α)

g(α) � �� φ ���	� (�	 ��	�(	��.) ��� ����� ����(0��

��� R\ {α}, �0���	 ����

f (x)

(x− α)2 g (x)
=

A

(x− α)2
+

B

x− α
+
φ (x)

g (x)
��	 . 
� x ∈ R\ {α}

�	 	��1���
�� ��� �� ���� �� lim
x→α

φ (x)�

��������	 ���
���� ��� &
*�-%� %�'%� =� $�
� φ (x) *� /��-�� 
�� φ (x) =
f(x)−Ag(x)−Bg(x)x+Bg(x)α

x2−2αx+α2 �

7��
$�� /��-�� �
 
��
 lim
x→α

φ (x) �� ��� /
�*��� �
� 	��
�� �
� De l’ Hospital� @ ���� $
�

$�'$�� �� /��-�� ��� �
 
��
 �-��� 1
2
f ′′(α)g2(α)−f(α)g′′(α)g(α)−2g′(α)f ′(α)g(α)+2f(α)(g′)2(α)

g2(α)
� �� 

��+� 1
2
(f ′′ (α)− Ag′′ (α) − 2Bg′ (α))�

	��� �
� ��� ��������� Mathematical Tripos, Cambridge, 1925.
�	 	��1��!��� ��� 	� � f 0��� 1������ �	� �+�� ��� a ����

f ′′ (a) = lim
h→0

f (a+ h)− 2f (a) + f (a− h)

h2

	��� /�	 ��� ��� ����� f ���	� ��+��� ��� lim
x→σ

f (x) = 0 .	� ��� 1�� (�=

1���2��	� .��� ��� :� >����� �� ���� lim
x→σ

ef(x)+ημf(x)−1
f(x)

	��� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� α > 1 ������ lim
x→+∞

xα

αx = 0�

��$�� /� �����

	��� �� �� α, β, γ ���	� 
���.�� 
�0��� ��

lim
x→0

(
αx3

+ βx
3
+ γx

3

αx2 + βx2 + γx2

) 1
x2

	��� �� 0 < α < β < γ 
����� �� ���� lim
x→+∞ (αx + βx + γx)

1
x �

���������	
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�������� "� .��������� /������� ���

��0 "�.�
�����

��%�� �� �����

	�	� �	 
����� ��� .	�	.���'�� 	��(������� �+� ���	��)��+��

�� f (x) = 1
x−1

�� ϕ (x) = x+1
x2−3x+2

�� σ (x) = x−2
x2−3x+2

"� g (x) = x
x3−x−x2+1

#� h (x) = |x|
|x|−1

$� θ (x) = 1
x2+x+1

	�
� �	 
����� ��� 	��(������� ��	 x → +∞ ��� ��� ������ f ���� �����=
�������

�� f (x) = x2+1
x+1

�� f (x) =
√
x2 + 1

�� f (x) = x2+1
x+1 +

√
x2 − 1

"� f (x) =
|4−x2|

|x+1|+|1−x|

#� f (x) =
√
x+

√
x3√

x+1

$� f (x) = (x+1)2x

2x+1

��%�� >� �����

	��� �	 
����� ��� 	��(������� ��� Cf ��	�

f (x) =

∣∣x2 − 1
∣∣− 5x

x+ 1

	��� �*��+
f (x) = x3 − 6x2 + 11x− 6

�� �	 
����� ��� 	��(������� ���

g (x) =
1

f (x)

�� �	 	��1��!��� ��� � �'	���(0�� ��� Cf ��� A(0,−6) 0���  --� 0�	 .����
��(��� (� ��� Cf ��� ������ �	 ���-������� ��� ������	�(0����

	��� �	 
����� ��� 	��(������� ��� ��� ������ f (x) = ln x2−1
x−2 �

	��� �*��+
f (x) = e

1
x

���� ����
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��" "�3� ��1�
�!���

�� �	 
��
��� �� 	��(��+��� ��� Cf �

�� 7� �����  �	�� .��� ��(��	 ��� Cf .	� �+� 	��(����+� ���3

	��� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �*��+ ��� � ��
��	
y = 2x + 5 ���	� 	��(��+�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� ��� ������ f ���
+∞�

�� �	 
����� �	 ���	� lim
x→+∞

f(x)
x .	� lim

x→+∞ (f (x)− 2x)�

�� �	 
����� ��� ��	�(	��.� 	��
(� μ 	� lim
x→+∞

μf(x)+4x
xf(x)−2x2+3x

= 1

	��� /�	 ��� ���	��)���� f, g ���	� ��+��� ���

lim
x→+∞ (f (x)− g (x)) = 0

�	 	��1��!��� ��� 	� � y = αx+ β ���	� 	��(��+��� ��� f ��	 x→ +∞ ����

	 ���	� .	� 	��(��+��� ��� g ��	 x→ +∞�

	��� ��	 ��� ����� f : R → R ���	� �	�	�+����(�� �*��� .	�	.���'��
	��(�������3

	��� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� �� ���� θ 0��� ���� ��	
. 
� x ∈ R �	 �������

|f (x)| ≤ θ

�*���  �	�� � f .	�	.���'�� 	��(�������3

��%�� /� �����

	�	� D�+���(� ���� 
���.��� 	��
(��� α1, α2, ..., αν .	� ���� �������1)����
	��
(��� β1, β2, ..., βν , γ1, γ2, ..., γν � �	 
��
��� �� 	��
(�� A,B 0��� ����

lim
x→+∞

(√
α1x2 + β1x+ γ1 +

√
α2x2 + β2x+ γ2 + ...+

√
ανx2 + βνx+ γν −Ax−B

)
= 0

	�
� /�	 . 
� ��� ����� ϕ ��� 0��� 	��(��+�� ��� +∞ ��� ��
��	 y =
κx+ λ (� ϕ̂ ��(
�-�2��(� ��� ��� ����� ϕ̂ (x) = κx+ λ� �	 	��1��!��� ���
	�

• C ��� ����� f 0��� ��� +∞ 	��(��+�� (� 
���.� �����-���) 1���
��=
��+�

• C ��� ����� g 0��� ��� +∞ 	��(��+��

���� .	� � ��� ����� g ◦ f 0��� ��� +∞ 	��(��+�� ������

ĝ ◦ f = ĝ ◦ f̂

	��� �� ���
0���(� ��� (	� ��1�	'0��� � 	��(��+��.) ����0����� ���	��)=
��+� ��	 x → ±∞ ��� 	�� ��
���� y = αx + β 	-- 	�� ���	��)���� ���
(��')� y = αex + β� /� 6�� (�	 ;
�+��	< ��	 	��� �� ��1�� 	��(����+��
>����� .	� (���. �	�	1���(	�	�
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�������� "� .��������� /������� ��!

��1 ��$��� ��� ���%��# 
���������

��&�� �� �����

	��� �	 ����� � (�-0�� .	� � ��	'�.) �	� ��	�� ��� f (x) = x2 + 3x+ 2�

	��� �	 ����� � (�-0�� .	� � ��	'�.) �	� ��	�� ��� f (x) = x4 − 3x2 + 2�

	��� �
� ��� ��������� ��� �
	�# $%�&' IV� �����	� � ��� �����
(� ���� f (x) = x2−|x|−2� �	 ����� � (�-0�� .	� �������� ��	'�.) �	� ��	��
��� ��� ������ 	��)��

	��� �	 ����� � (�-0�� .	� � ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������

f (x) =
1

20

(
2x3 − 24x2 + 72x− 6

)
	��� �	 ����� � (�-0�� .	� � ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ f (x) =
x(x2+1)
x2−1

�

��&�� >� �����

	��� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� 7��
0���(� ��� �� ����
��	�(	��.) ��� ����� f ����(0�� ��� R, 1�� '��0� �	�	�+����(� �0���	 ����
�� ����� ��	�(	��.�� 	��
(�� α .	� β ����

(x− 2) f ′′ (x) +
(
αημx− βx2

)
f ′ (x) = ex−2 − 1

��	 . 
� x ∈ R� �*��+ ��� �� ���� ��	�(	��.�� 	��
(�� ρ �= 2 ���� f ′ (ρ) = 0�
�	 �!�� ���� 	� �� f (ρ) ���	� ����.� �- ����� ��� ��� ������ f �

	��� �*��+ ��� ��	 �� ��� ����� f ������ f (x0) = f (1) (x0) = f (2) (x0) =
... = f (ν) (x0) = 0 .	� f (ν+1) (x0) �= 0 .	� � f (ν+1) ���	� �����)�� �	 ��	-�=

������ �	 ��(��� �(	�	 ��� 	.�-��
�� ���	.	�

f (ν+1) (x0) / ν �� � ν ����� ��	��
 �� � ν ����� ����		�


�� f (ν+1) (x0) > 0 �
�� � f $��
�%��>�� 	��$� %�
 x0 �
�� � f $��
�%��>�� �����%�
 %�
 x0

�� f (ν+1) (x0) < 0 �
�� � f $��
�%��>�� 	��$� %�
 x0 �
�� � f $��
�%��>�� �'��%�
 %�
 x0

��&�� /� �����

	�	� /�	 (�	 ��� ����� ����(0�� .	� �	�	�+����(� ��� R ���	� ��+��� ���

�� f ′ (x) = e−x2
(x− 1)2 (2− x) ��	 �-	 �	 x

�� lim
x→−∞ f (x) = lim

x→+∞ f (x) = 0

�	 (�-��)���� ��� f ��� .	--����	 (������� � ��� �������)���� �	 ��� 
�����OO
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��0 "�4� ���&���� �� ��� �� ��������

��2 "��#���� �� �$� �� ��%�$���

	�
� �*��+ � ��� �����

f (x) = x4 − 3x2 + 2

�� �	 
����� �	 1�	��)(	�	 (�������	� ��� f �

�� �	 
����� �	 ����. 	.���	�	 ��� f � *��	� �-�. 3

�� �	 ���-������� �� ����

lim
x→+∞

f (x)

ex

"� �	 
����� ��� �	� �+�� ��� ��� ������ h (x) =
√
f (x)�

#� /�	 ���0� ��(0� ��� λ ������

f (x) ≥ λ+ 1

��	 �-	 �	 x3

$� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� ��
��	 (ε) (� �!��+�� y = αx + β �� ����
�'	���(0�� ��� Cf ��� 0��� ��� �1�� �����-���) 1���
����+� (� ��� (ε)�

	��� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �����	� � ��� �����

f (x) = x4 − 2x2 + α α ∈ R

�� �� A (x1, f (x1)), B (x2, f (x2)), Γ (x3, f (x3)) ���	� ����. 	.���	�	 ���
��	'�.)� �	� ��	��� ��� f .	� x1 < x2 < x3, �	 	��1��!��� ��� � ��
��	
AB ���	� . 
��� ���� ��
��	 BΓ�

�� �� 0 < α < 1, �	 	��1��!��� ��� � �!��+�� f (x) = 0 0��� 	.��
�� (�	
-��� ��� 1� ���(	 (−1, 0)�

	��� �*��+ � ��� �����

f (x) = x3 − x2 + 1

�� �	 
��
��� �	 1�	��)(	�	 (�������	� .	� �	 	.���	�	 ��� f �

�� 5���� ��2�� 0��� � f 3

�� 7� �����  �	�� ��	�(	��.�� 	��
(�� t �0����� ���� f(t) = t3

"� �	 ���-������� ��� �	� �+�� ��� ��� ������

g (x) = ημf (ημx)
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�������� "� .��������� /������� ��1

	��� �*��+ � ��� �����
f (x) = xlnx

�� �	 
����� �	 ����. 	.���	�	 ��� f �

�� �	 	��1��!��� ��� �� ���� �'	���(0�� ��� Cf � ����	 1�0����	� 	�� ���
	��) �+� 	!��+��

�� �	 
����� �� ���� ��� f(x) ��	� x→ +∞

	��� �
� ��� ��������� ��� �
	
# $%�&' (� �*��+ f, g ���	��)����
(� ��1�� ����(�� 0�	 1� ���(	 Δ ��	 ��� ������ ���
0���(� ����
i) *��	� 1�� '��0� �	�	�+����(�� ��� Δ
ii) f ′′ = g′′

ii) 0 ∈ Δ .	� f(0) = g(0)�
�	 1���
�� ����

�� /�	 . 
� x ∈ Δ, f(x)− g(x) = cx ���� c ∈ R�

�� �� � f(x) = 0 0��� 1�� ��2�� �������(�� ρ1 < ρ2 ���� � g(x) = 0 0���
���- ������ (�	 ��2	 ��� .-����� 1� ���(	 [ρ1, ρ2]�

	��� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x > 0 .	� . 
� 
���.� 	.0�	�� ν �������

ex >

ν∑
k=0

xk

k!

	��� �� �	 ���-������� �� �����

lim
x→0

(
1

x
− 1

ημx

)
�� D�+���(� ��� ��� ����� f : [−π

2 ,
π
2 ] → R (�

f (x) =

{
1
x − 1

ημx x �= 0
0 x = 0

�	 	��1��!��� ��� � f �

8	@9 *��	� �����)�

8
@9 *��	� �	�	�+����(�

8�@9 �*��� 	.��
�� (�	 ��2	�

	��� ������	� �� ���	��)����

f (x) = x2 − 4x+ 2

g (x) =
x3

3
− αx2 − βx+

1

3
�-� k ����� &�	��
� ��+����� 	� k! ����� k! = 1 · 2 · ... · k! ���
�� ���5�	�� 0! = 1
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��� "�4� ���&���� �� ��� �� ��������

�� �	 
��
��� �� ��(0� �+� α, β ���� �� 1�� ���	��)���� �	 0���� 
0��
����.�� 	.��� ��� ��� x0 ∈ R (�

f (x0) = g (x0) = −2

�� /�	 ��� ��() �+� α, β ��� 
�).	�� ��� �������(��� �����(	�

8	@9 �	 
����� �� �-)
�� �+� ��2�� ��� ��� ������ h(x) = f(x)g(x)

8
@9 �	 
����� �� �����

lim
x→+∞

ef(x)

g (ex)

8�@9 �	 	��1��!��� ��� � ���	����� r(x) = f(g(x)) 0��� �- ������

	��� ��	 ��� ����� f 0��� ��1�� ����(�� �� R, ���	� .���) .	� ��	 . ����
2����� 	��
(�� α < β ������ f (α) < f (β)� �	 	��1��!��� ��� lim

x→+∞ f (x) =

+∞�

	�	� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� ������	� �� ��	�(	��.��
	��
(�� κ, λ (� κ < λ .	� � ��� ����� f (x) = (x− κ)5 (x− λ)3 (� x ∈ R�
�	 	��1��!��� ����

�� f ′(x)
f(x) = 5

x−κ + 3
x−λ ��	 . 
� x �= κ .	� x �= λ�

�� C ��� ����� g (x) = ln |f (x)| ���0'�� �	 .��-	 ���� �	 . �+ ���
1� ���(	 (κ, λ)�

	�
� �*��+ � ��� �����
f (x) = x+ ημx

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����+� 	�!���	�

�� �	 	��1��!��� ��� � Cf �0(��� ��� ��
��	 y = x ��  ����	 ��(��	 ���
	�0���� 	�� ��� 	��) �+� 	!��+� 	���� ���� νπ

√
2 , ν = 0, 1, 2, ... .	�

���	� ��(��	 .	(�)� ��� f �

�� *��	� � y = x 	��(��+��� ��� Cf 3

"� 5��	 ���	� � (0����� 	����	�� ���� ��(���� ��� Cf 	�� ��� y = x3

		�� �����	� � ��� �����

f (x) =

{
x

ex−lnx , x > 0
0 , x = 0

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �	�	�+����(� ��� ��(��� x0 = 0

�� �	 
����� �� ���� lim
x→+∞ f (x)
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�������� "� .��������� /������� ���

		�� /�	 ��� ���	��)���� f , g ������

f2 (x) + ln2 x+ e2x = 2exf (x)− g2 (x) + 2g (x) lnx

��	 . 
� x > 0�

�� �	 
����� ��� f , g

�� �	 
����� �� ���� lim
x→+∞

f(x)
g(x) �

		�� �	 	��1��!��� ��� 	� � ϕ (x) = αx3+βx2+γx+δ �	����� 2�� 	.���	�	
�� ��(��	 ��� 
���.���	� �� ��
��	 � ����	 1��0����	� 	�� ��� 	��) �+� 	!��+�
���� 
	 ������ βγ = 9αδ�

		�� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (V� D�+���(� ��� �	�	�=
+����(�� ���	��)���� f , g ��� 0���� ��1�� ����(�� �� 1� ���(	 [0,+∞) ��	
��� ������ ������ � ��0���

f ′ (x) = g′ (x) + ημ2x+ ex

��	 . 
� x ∈ [0,+∞)� �	 	��1��!��� ��� f (0)+g (x) < g (0)+f (x) ��	 . 
�
x ∈ (0,+∞)�

		�� �
� ��� ��������� ��� ����� �����	� � ��� ����� f (� ����
f (x) = x2 lnx�

�� �	 
����� �� ��1�� ����(�� ��� ��� ������ f , �	 (�-��)���� ��� (���=
����	 ��� .	� �	 
����� �	 	.���	�	�

�� �	 (�-��)���� ��� f +� ���� ��� .�������	 .	� �	 
����� �	 ��(��	
.	(�)��

�� �	 
����� �� ����-� ��(�� ��� f �

		�� �	 	��1��!��� ��� � ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ f (x) = x +
1
x

√
1
x 0��� 	��(��+�� ��� ����� 1�����(� �+� 	!��+��

		�� ������	� �� ���	��)���� f (x) = ημx + συνx, g (x) = εϕx + σϕx (�
x ∈

(
0, π2

)
�

�� �	 1��!��� ��� �� f, g �	����� 2��� (0����� .	��- ����� 	��������+�
��	� x = π

4 �

�� �	 1��!��� ��� ��	 . 
� x ∈
(
0, π2

)
������ εϕx+ σϕx > ημx+ συνx�

		�� /�	 ��� ��() ��� α � ��	'�.) �	� ��	�� ��� f (x) = x3 − αx2 + 1
�' ����	� ���� y = 5�

			� >����� �� (0����� ��() ��� f (x) = x
√
3− 2x�
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��� "�4� ���&���� �� ��� �� ��������

		
� �*��+ � ��.��0���	 �+� ���	��)��+�

f (x) =

{
λx+ x lnx , x > 0

0 , x = 0

�� �	 1��!��� ��� �� ���	��)���� f ���	� ���������

�� �	 1��!��� ��� ��	 . 
� λ � f ��� (�	 (��� ���2����	 ��	���(0�� .	� ���
�� ��(��� ��	')� 	�).�� ���� ��
��	 y = −x�

	
�� �� ���	��)���� f, g ���	� ����(0��� ��� 1� ���(	 [α, β] .	� 1�� '��0�
�	�	�+����(��� *����� ��������

• f (α) = f ′ (α) = 0

• f ′′ (x) g (x) = f (x) g′′ (x)

�� �	 	��1���
�� ��� f ′ (x) g (x) = f (x) g′ (x)

�� �	 	��1���
�� ��� 	� .	�0�	� 	��
(�� ��� [α, β] 1�� ���	� ��2	 ��� g ����
. 
� 	��
(�� ��� [α, β] ���	� ��2	 ��� f ,

	
�� �� 	��
(�� α, β, x ���	� 
���.��, �� α, β ��	
���� .	� � x (��	
-����,
5�� ���	� � �- ����� ��() ��� (����� �	 � ��� � �	� ��	�� αx+ β

x 3

	
�� �*�	 -���� �� .�����	� ���� .�.-�.) ����	 ���� ����.�� (� �	�����	
20km/h (� ��(��� �� �..������ A� B�� .0���� ��� ����	� 
���.��	� 0�	�
���
�-0	� ��� '+��2�� �� -���� ��� �*�	 �0�	�(	 �' ����	� ��� .�.-�� ���
��(��� A .	� �� 	��� '	����	� � �.� ��� -����	����� �� �� �	�����	 .�����	�
� �.� �� �����.) ����() ��� �� -���� �� 0��� 1�	����� �� 1

8 ��� .�.-��3

��
�

A

	
�� �
� ��� ��������� ��� ����� �����	� � ��� �����

f (x) =
x+ 1

x− 1
− lnx

�� �	 
����� �� ��1�� ����(�� .	� �� ����-� ��(�� ��� ��� ������ f �

�� �	 	��1��!��� ��� � �!��+�� f(x) = 0 0��� 	.��
�� � ��2�� ��� ��1��
����(�� �����

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr



�������� "� .��������� /������� ���

�� �� � �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� ��� ������ g (x) = lnx
��� ��(��� A(α, ln α) (� α > 0 .	� � �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� �=
�	��� ��� ��� ������ h(x) = ex ��� ��(��� B(β, eβ) (� β ∈ R �	���=
2���	�, ���� �	 1��!��� ��� � 	��
(�� α ���	� ��2	 ��� �!��+��� f(x) = 0

"� �	 	����-��)���� ��� �� ��	'�.0� �	�	�� ���� �+� ���	�)��+� g .	� h
0���� 	.��
�� 1�� .���0� �'	���(0����

	
�� /�	 �� ��� ����� h (x) = ax3 + bx2 + cx+ d ���	� ��+��� ��� ������

−x2 ≤ h (x) ≤ x2 + 1

��	 �-	 �	 x .	� ��� �� RRISS ���� ����� 	�������	 ������ ��	 x = −1 .	� ���
1������ ������ ��	 x = 1� �	 
��
�� � h(x)�

	
�� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� �*��+
f : R → R (�	 -��	, ��� ����� �0���	 ����

(f ′(x))2 = f(x)f ′′(x)

��	 �-	 �	 x� 7��
0���(� ��� f(0) = 1 .	� f (4)(0) = 9� >����� �-�� ���
1��	�0� ��(0� ��� f ′(0)�

	
�� /�	 �� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ���	� 1�� '��0� �	�	�=
+����(� .	� ��� ��	 . ���	 x1, x2, x3 (� 0 < x1 < x2 < x3 ������ f (xi) = xi,
i = 1, 2, 3�

�� �	 	��1��!��� ��� �� ����� t1, t2 (� 0 < x1 < t1 < x2 < t2 < x3 0���

���� f ′ (ti) =
f(ti)
ti

, i = 1, 2�

�� �	 	��1��!��� ��� � �!��+�� f ′ (x) = 1 0��� 1�� ���- ������ -������

	
�� �� �	 	��10�!��� ��� ��	 . 
� x ∈ R �� ���� 	.��
�� 0�	 y 0��� ����
y3 + y = ex + x

�� C ��� ����� f ���2��	� 	�� �� ��0��

f3 (x) + f (x) = ex + x x ∈ R

�	 	��1��!��� ����

8	@9 /�	 . 
� x0 ������

f (x)− f (x0) =
1

f2 (x) + f (x) f (x0) + f2 (x0) + 1
((ex + x)− (ex0 + x0))

8
@9 /�	 . 
� x0 ������ |f (x)− f (x0)| ≤ |ex + x− ex0 − x0|
8�@9 C f ���	� �����)��

������$ +��� ����)�)��� 
�'� 	'� 	�*�'�!
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��, "�4� ���&���� �� ��� �� ��������

81@9 C f ���	� �	�	�+����(� .	� ������ f ′ (x) = ex+1
3f2(x)+1

�

8�@9 C f ���	� �����+� 	�!���	 .	� �� ����-� ��(�� ��� ���	� �� R�

	
	� �*��+ f(x) = lnx .	� 0 < α < β�

�� �	 
����� �� 8(��	1�.�9 γ ∈ [α, β] ��� ��	-�
���� �� 
����(	 (0���
��()� ��	 ��� f ��� α < β�

�� �	 	��1��!��� ���
√
αβ < γ < α+β

2 �

	

� �� �*��+ f : Δ → R (�	 �	�	�+����(� ��� ����� (� �����) �	� �=
+��� �*��+ α, β, γ ∈ Δ �0���	 ���� α < β < γ� �*��+ ���

(f (β)− f (α)) (f (γ)− f (β)) < 0

�	 	��1��!��� ��� �� ���� ξ ∈ (α, γ) 0��� ���� f ′ (ξ) = 0

�� �	 	��1��!��� �� �1�� 	���0-��(	 �+��� �(+� ��� ���
��� �������	�
��� f ′�


��� �*��+ � ��� �����

f (x) =

{
x2 |x| ≤ 1
1
x |x| > 1

�� �	 
����� �� ���	 x0 � f ���	� �����)��

�� �	 
����� �� ���	 x0 � f ���	� �	�	�+����(��

�� �	 . ����, �������	, ��� ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ f �

"� 7� ����  �	�� ��� ����� F : R → R �0���	 ���� F ′ = f 3


��� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� f(0) = 0, ���	� �	�	�=
+����(� ��� :, f ′(0) = 1

2 .	� ��� ��	 �-	 �	 x, y �������

f (x+ y) =
f (x) + f (y)

1 + f (x) f (y)

�� �	 	��1��!��� ��� f(−x) = −f(x) ��	 �-	 �	 x�

�� �	 	��1��!��� ��� � f(x) �= 1 .	� f(x) �= −1 ��	 �-	 �	 x�

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �	�	�+����(� .	� ��� ��	 �-	 �	 x �������

f ′ (x) =
1

2

(
1− f2 (x)

)
"� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����+� (�������,

���������	
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�������� "� .��������� /������� ���

#� �	 	��1��!��� ��� ��	 �-	 �	 x �������

(f (x) + 1)′

f (x) + 1
− (f (x)− 1)′

f (x)− 1
= 1

$� �	 
����� ��� f �


��� �
� ��� ��������� ��� ����� /�	 (�	 ��	�(	��.) ��� ����� f ,
��� ���	� �	�	�+����(� ��� ����-� �+� ��	�(	��.�� 	��
(�� R, ������ ����

f3 (x) + βf2 (x) + γf (x) = x3 − 2x2 + 6x− 1

��	 . 
� x ∈ R, ���� β, γ ��	�(	��.�� 	��
(�� (� β2 < 3γ�

�� �	 1��!��� ��� � ��� ����� f 1�� 0��� 	.���	�	�

�� �	 1��!��� ��� � ��� ����� f ���	� �����+� 	�!���	�

�� �	 1��!��� ��� �� ���� (��	1�.) ��2	 ��� �!��+��� f(x) = 0 ��� (0, 1)�


��� �
� ��� ��������� ��� ����� �*��+ �� ���	��)���� f , g (� ��1��
����(�� �� R� �����	� ��� � ��� ����� ��� ���
���� f ◦ g ���	� �=��

�� �	 1��!��� ��� � g ���	� �=��

�� �	 1��!��� ��� � �!��+���

g
(
f (x) + x3 − x

)
= g (f (x) + 2x− 1)

0��� 	.��
�� 1�� 
���.0� .	� (�	 	�����.) ��2	�


��� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �����	� � ��� �����
f 1�� '��0� �	�	�+����(� ��� R ��	 ��� ����	 ������ f ′ (x) �= 0 ��	 . 
�
x ∈ R .	� � ��� ����� g �0���	 ����

g (x) f ′ (x) = 2f (x)

��	 . 
� x ∈ R� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��	'�.) �	� ��	�� ��� f 0��� ��(���
.	(�)� �� A(x0, f (x0)) ���� � �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� g
��� ��(��� B(x0, g (x0)) ���	� �	� --�-� ���� ��
��	 y − 2x+ 5 = 0� �


��� �*��+ � ��� �����

f (x) =
1

1 + |x| +
1

1 + |x− 1|
� 23	�� 	�����
�	� 	� ��
� ����	$
	� 
	� ��'	$#�	�� /
	� ��� ��&���� ����� �������4

���< /
	� �� ��&���� y = αx + β% y = α′x + β′ ����� ����������< ����#�
	�

f (x) = e−x
2

+ 5−2
√

2√
2e

% x0 = 1
2

√
2% g (x) = 2f(x)

f ′(x) ! "� +��	� �� ���	� )�� 	� 	�������
���	�#� 	�� &+#�	�� 	�� �
��
�� 00�<
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�� �	 	��1��!��� ��� ��	 �-	 �	 x ������

f

(
1

2
+ x

)
= f

(
1

2
− x

)
�� �	 
����� �� (0����� ��() ��� f �


��� �
� �� /�*01���&� Putnam# �
��� 5���� ��2�� 0��� � ��� �����
f (x) = 2x − 1− x23


��� �*��+ � ��� ����� 8��������� ��� Cauchy9�

f (x) =

{
e−

1
x2 , x �= 0

0 , x = 0

�� �	 
��
��� �� f ′, f ′′�

�� �	 
��
��� �	 ��(��	 .	(�)� ��� f �


�	� �*��+ f : [α, β] → R (�	 �	�	�+����(� ��� ������ �	 	��1��!��� ���
	� � f �	����� 2�� �- ����� ��� α ���� ������ f ′ (α) ≥ 0�


�
� �
� ��� ��������� ��� ���	� �����	� � ��� ������

f (x) =

{
x lnx , x > 0
0 , x = 0

�� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f ���	� �����)� ��� :�

�� �	 (�-��)���� +� ���� �� (�������	 ��� ��� ����� f .	� �	 
����� ��
����-� ��(�� ����

�� �	 
����� �� �-)
�� �+� 1�	'�����.�� 
���.�� ��2�� ��� �!��+��� x =
e
α
x ��	 �-�� ��� ��	�(	��.0� ��(0� ��� α�

"� �	 	��1��!��� ��� ������

f ′ (x+ 1) > f (x+ 1)− f (x)


��� �
� ��� ��������� ��� ���
� �����	� � ��� �����

f (x) = αx − ln (x+ 1) , x > −1

���� α > 0 .	� α �= −1�

�� �� ������ f (x) ≥ 1 ��	 . 
� x > −1, �	 	��1��!��� ��� α = e�

�� /�	 α = e
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8	@9 �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f ���	� .���)�

8
@9 �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f ���	� �����+� '
�����	 ��� 1� ���=
(	 (−1, 0] .	� �����+� 	�!���	 ��� 1� ���(	 [0,+∞)

8�@9 	� β, γ ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞), �	 	��1��!��� ��� � �!��+��

f (β)− 1

x− 1
+
f (γ)− 1

x− 2
= 0

0��� ���- ������ (�	 ��2	 ��� (1, 2)�


��� �
� ��� ��������� �:�� ��� ���
� �*��+ � ��� �����

f (x) =

(
x+

1

x

)α

0 < x < 1 .	� α > 1�

�� ���1��!�� ��� � ��� ����� f(x) ���	� .���) ��� 1� ���(	 (0, 1)�

�� ���1��!�� ��� ��	 �-	 �	 x, y ∈ (0, 1) .	� α > 1 ������

f

(
x+ y

2

)
≤ f (x) + f (y)

2

�� ���1��!�� ���, 	� x > 0, y > 0, α > 1 .	� x+ y = 1, ���� �������(
x+

1

x

)α

+

(
y +

1

y

)α

≥ 5α

2α−1


��� �
� ��� ��������� ��� ����� �*��+ � ��� ����� f (x) =
(
x+ 1

x

)α
,

0 < x < 1 .	� α > 1�

�� ���1��!�� ��� � ��� ����� f(x) ���	� .���) ��� 1� ���(	 (0, 1)�

�� ���1��!�� ��� ��	 �-	 �	 x, y ∈ (0, 1) .	� α > 1 ������ f
(x+y

2

)
≤

f(x)+f(y)
2 �

�� ���1��!�� ���, 	� x > 0, y > 0, α > 1 .	� x+ y = 1, ���� �������(
x+

1

x

)α

+

(
y +

1

y

)α

≥ 5α

2α−1


��� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ���

• *��	� 1�� '��0� �	�	�+����(��

• C 1������ �	� �+��� ��� ���	� �����)��

• ?����� f (x) f ′′ (x) = 0 ��	 �-	 �	 x�
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>����� ���	 (����� �	 ���	� � f �


��� �	 
����� �	�	�+����(� ��� ����� f : R → R ��	 ��� ����	 ������
f ′ (x) = cf (x) ���� c ���	� ��	
�� �


��� D�+���(� ��� ��� �����

f (x) =

{
x(x

x) , x > 0
0 , x = 0

>����� ��� f ′ (0)


��� /�	 (�	 �����) ��� ����� f ����(0�� �� 1� ���(	 ���	� ��+��� ��� 1��
(�1���2��	� .	� ��� � ��� ����� (f (x))2 ���	� �	�	�+����(�� �	 	��1���
��
��� .	� � f ���	� �	�	�+����(��

���������	
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�������� �

������
 ����� ��������

!�� "������ *$��$#����3 �� 4�����

"���� �� �����


��� >����� 	�� (�	 �	� ����	 �+� �	�	. �+ ���	��)��+��

�� ex+1

�� e2x

�� 2ex

"� e2x+1


�	� >����� 	�� (�	 �	� ����	 �+� �	�	. �+ ���	��)��+��

�� 2x2 − x+ 1

�� 1
x + ex

�� x
2
3 +

√
x

"� ημx+ συνx


�
� �	 ��(�-������� ��� ���	.	�

B�� ����� ��	 �	� ����	
f F

g G

f + g

fG+ gF
fG−Fg

G2

3fF 2 + 4gG3


��� >����� 	�� (�	 �	� ����	 F ��� f (x) = x+ 1 �0���	 ���� F (0) = 1�


��� C ��� ����� f 0��� �	� ����	 ��� F (x) = x
ex + (x+ 1)2� �	 
�����

(�	 �	� ����	 G �� f �0���	 ���� G (ln 2) = 1


��� �������  �	�� �� ���	��)���� F (x) = ex+1 + x, G (x) = ex+1 − x �	
���	� �	� ������ ��� �1�	� ��� ������M

��H



�,� %��� ������� +����&�!��5 #� 6�����


��� B�� ��)(	 ��� 	.�-��
�� �('	��2���	� (���.0� �	� ������ ��� �1�	�
��� ������ f 1�-	1) � ��	'�.) �	� ��	�� (���.�� 	�� ��� ���	��)���� ���
	�	���2��� ��

∫
f (x) dx�

>����� ��� �	� ����	

�� �*��� ��2	 �� "�

�� ��0����	� 	�� �� ��(��� A(0,−2)�


��� �	 �!��)���� ��	�� �� ���� �� ��-� (�	 �	� ����	 ��� f ��� 0��� ��2	
��� 	��
(� �::H�

"���� >� �����


��� *��	� ��+��� ��� ��	� 0�	 ��(	 .�����	� ���� 	0�	 10���	� 	�����	��
	�� ��� 	0�	 ��� ����	� � ��
(�� 	�!���� ���	� 	� -���� ��� �	�����	� ����
/�	 0�	 ���.�.��(0�� ��(	 � 	�����	�� ���	� 4N ��	� .�����	� (� �	����	
3m/sec� 5��	 
	 ���	� � 	�����	�� ��� ��(	��� ��	� .�����	� (� �	�����	
6m/sec3


��� �*�	 (0��
�� Ξ(t) (��	
 --��	� ���	��)��� ��� ������ t .	� � ��
(��
(��	
�-)� ��� . 
� �����.) ����() ���	� 1��- ���� ��� ��()� ��� (��0
����
>����� ��� ��() ��� (��0
��� ��	 t = 3 	� ��+��2��� ��� � ��() ��� ��	 t = 2
���	� 1�


��� �	 
����� �	�	�+����(� ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R � ����	 0���
��� 	.�-��
� �1�����	�

• � �����-���)� 1���
����+� ��� �'	���(0��� ��� Cf ��� ��(���M (x0, f (x0))
���	� x20�


�	� �	 	��1��!��� ����∫ √
x2 + k dx =

1

2

[
x
√
x2 + k + k ln

(
x+

√
x2 + k

)]
+ c
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�
� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f : R → R

f(x) =

{
2xημ 1

x − συν 1
x x �= 0

0 x = 0

	� .	� 	�����)� ��� : 0��� �	� ����	 ��� F : R → R (�

F (x) =

{
x2ημ 1

x x �= 0
0 x = 0

��� � g : R → R (�

g(x) =

{
x x < 0

x+ 1 x ≥ 0

� ����	 ���	� ������ 	�����)� ��� : 1�� 0��� �	� ����	�


��� �	 
��
�� �	�	�+����(� ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R ��	 ��� ����	
������ f(0) = 0 .	� f ′ (x) = 2e2x−f(x) ��	 �-	 �	 x�


��� �*��+ f �����)� (� ��1�� ����(�� �� �� Δ� �	 	��1��!��� ��� 	� 0�	
�������� F ���

∫
f (x) dx 1�-	1) ��	 (�	 �	� ����	 0��� ����-� ��(�� �� R

���� .	� . 
�  --� 0��� ����-� ��(�� �� R�


��� �*��+ f �����)� (� ��1�� ����(�� ��Δ� �	 	��1��!��� ��� (�	 �	� ����	
F ��� f ���	� �����+� 	�!���	 ���� ���	� .	� �� ���-������


��� �	 
��
��� �-�� �� ���	��)���� f (� ��1�� ����(�� �� R ��� � �'	�=
��(0�� �� . 
� ��(��� ��� Cf 1�0����	� 	�� ��� 	��) �+� 	!��+��

!�� "������ *$��$#����3 ��+�����


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
(x+ 1) dx

��
∫ (√

x+ 2
x

)
dx

��
∫

x+1
x2 dx

"�
∫

x3+1
x6 dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ √

x+ 1dx

��
∫
ημ (2x) dx

��
∫

x

ex2
dx

"�
∫
ex−1dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫

13
√
x18dx

��
∫

1
1+ 1

x

dx

��
∫
(x+ 1) (x+ 2) dx

"�
∫

x+1
x+2dx

���� ����
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��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ (
x2 + y

)
dx

��
∫ (
x2 + y

)
dy

��
∫ (

1
x+1 + ημx

)
dx

"�
∫ √

3x+ 2dx


�	� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
x
√
xdx

��
∫

x+α
x+β dx

��
∫ x+y

x−ydx

"�
∫ x+y

x−ydy


�
� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
(x+ 1) (x+ 2) (x+ 3) dx

��
∫

3x2+2x+1√
x3+x2+x+1

dx

��
∫
(xm + xn) dx

"�
∫
ημ

(
πx+ π

3

)
dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
xex

2
dx

��
∫ (√

x+ 1−
√
1− x

)
dx

��
∫
xημxdx

"�
∫ (
x2 + y2

)
dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
ex+2 (x− 1) dx

��
∫
xex+1dx

��
∫
x2ex+1dx

"�
∫
|x| dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
exσυνxdx

��
∫ (
ex−2 + 1

x2

)
dx

��
∫
ημtσυνtdt

"�
∫

ex

e+1dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
x3xdx

��
∫ (

p
p+q

)t
dt

��
∫ (

p
p+q

)t
dq

"�
∫

1
x2−3x+2

dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�
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��
∫

x+1
x2−3x+2

dx

��
∫

6x3+x−2
x2−3x+2

dx

��
∫

x−1√
x
dx

"�
∫
(ex + xe) dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
x (

√
x+ 1)

(
x2 + 1

)
dx

��
∫

1
συν213x

dx

��
∫

5x2+3x+1
x−1 dx

"�
∫

5x2+3x+1
(x−1)(x−2)dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
xe3x−1dx

��
∫ (
x3 + e3 + ημx

)
dx

��
∫
ημ (2x) ημ (3x) dx

"�
∫
συν (3x+ π) dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
συν (3x+ π) ημ (2x− π) dx

��
∫

ex+1
ex−1dx

��
∫
(2x + 3x) dx

"�
∫
(1 + 4x)

3
5 dx


�	� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
x3ex

4
dx

��
∫
x3exdx

��
∫
(ημx+ 1)2

"�
∫ (

(x− 2)2 + (x− 3)2
)
dx


�
� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ (

1
(x−2)2

+ 1
(x−3)2

)
dx

��
∫
(x− 2)2 (x− 3)2 dx

��
∫
eαx+βxdx

"�
∫
2x32x53xdx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫

u5

13u6+18
du

��
∫
x ln

√
x

��
∫
(αx+ β)γ dx

"�
∫
2
(
4
7

)t
dt


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
f (x) dx ��	� f (x) =

{
x x < 0
x2 x ≥ 0

��
∫

x
1+|x|dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�
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��
∫

1
(x−α)(x−β)dx

��
∫

e2x

ex−1dx

��
∫ √

2x− 3dx

"�
∫ √

1
x−1dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ (ln(x))5

x dx

��
∫ (
x3 − 1

) 1
3 x2dx

��
∫ 3

√
1+

√
x√

x
dx

"�
∫
xe4x

2+5dx

"���� >� �����


��� �*��+ x1, x2, x3 �� ��2�� ��� ��-�+��(�� x3 − 7x2 + 6x� �'�� ����=
1�������� 	��
(��� α, β, γ 0��� ���� ��	 . 
� x 1� '��� �+� x1, x2, x3 �	
������

1

x3 − 7x2 + 6x
=

α

x− x1
+

β

x− x2
+

γ

x− x3

.	����� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	�∫
1

x3 − 7x2 + 6x
dx


��� �*��+ � ��� ����� f (x) = 1
(x−1)2(x−2)3

�

�� �	 
����� 	��
(��� A,B,Γ,Δ, E 0��� ���� f (x) = A
x−1+

B
(x−1)2

+ Γ
x−2+

Δ
(x−2)2

+ E
(x−2)3

�

�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫
f (x) dx


��� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫
εϕ2xdx


��� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫ αx+β

γx+δ dx�


�	� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫

1
(x−1)(x−2)(x−3)dx


�
� �	 
��
�� ��� ����� f (� ��1�� ����(�� �� (1, +∞ ) �0���	 �����

�� f ′′(x)
√
x− 1 = 1

�� C ��	'�.) �	� ��	�� ��� f �	 0��� �'	���(0�� ��� ��(��� (2, f(2)) ���
��
��	 3y − 3x+ 5 = 0


��� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫

ln2 x
x dx


��� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫

x4√
1+x5

dx


��� K����(��������� ��� .	
�-�.� (��	���(	���(� ��� Euler, t = εϕx
2 , ��	

���-������� �� �-�.-)�+(	
∫

1
συνxdx

���������	
 ��	��

��������	�� ��
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��� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫

x−1√
x2−2x+3

dx


��� �� ��� 
�)
��	 ��� (��	���(	���(�� u = x + 1
x �	 ���-������� ��

�-�.-)�+(	� ∫
ex+

1
x

(
1−

(
1

x

)2
)
dx


��� �*��+ ���

Iν =

∫
ημνxdx

Jν =

∫
συννxdx

�	 	��1��!��� ����

��

Iν = −1

ν
συνx ημν−1x+

ν − 1

ν
Iν−2

��

Jν =
1

ν
ημxσυνν−1x+

ν − 1

ν
Jν−2


��� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫

x2

(αx3+β)ν
dx ���� ν ���	� '���.��

(��	-������ ��� ��


��� �*��+ f (x) = α2x + β� �	 ���-����
��� �	 α, β 0��� ���� �	 ������

f ′ (1) = 2 .	�
∫ 3
0 f (x) dx = 7�


�	� >����� ��
∫ 1
0 ln

(
1 + x2

)
dx�


�
� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫

1√
x−α+

√
x−β

dx�


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫

x3√
1+x4

dx

��
∫

3x+1√
3x2+2x+1

dx

��
∫
(2x− 3)

√
x2 − 3x+ 2dx


��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫
(συνx+ ημx)

√
συνx− ημxdx

��
∫ ημx

(1+συνx)2
dx

��
∫

xσυνx
(xημx+συνx)dx


��� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫

1
x2 ημ

(
1
x

)
συν

(
1
x

)
dx�


��� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫ συν(

√
x)√

xημ2(
√
x)
dx�

���� ����
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"���� /� �����


��� �*��+ In =
∫
eaxσυνnβxdx� �	 �.'� ���� �� In ���	��)��� ��� In−2�


��� �*��� 	��1���
�� ��� �� �-�.-)�+(	∫
1

lnx
dx

��� ���( 2��	� ��0*,��&��� �����6,1&* 1�� ���-���2��	� 1�-	1) (�-�����
�� ���� 1� (����� �	 �.'�	�
�� ���	��)��� �+� ��+���� �������+1�� ���	��)=
��+��
�	 ������
���� ��� �	�	� �+ ��	 �	 	��1��!��� ��� .	� �� �-�.-)�+(	∫

ex lnxdx

1�� ���-���2��	��


��� 4� ��� 	�-� (���0-� ��	 ��� ������	') ��� 	� ���!�� ���� �-�
��(��
P (t) ���.����� 	� ���
0���(� ��� � ��
(�� (��	
�-)� ��� ���	� 	� -���� ���
)1� �� ������� �-�
��(�� 1�-	1) ��� P ′(t) = kP (t) 8�������� &���% 
��9� B��� �(+� �� �-�
��(�� 1� (������ �	 ����
��� 0�	 (0����� L ���
.	
���2��	� 	�� ��� �. ����� ���
).��� B� (�	 �0���	 ������+�� 
�+���(�
��� � ��
(�� (��	
�-)� ��� �-�
��(�� ���	� 	� -���� 
�� �
�� ��� �� ����=
��� �-�
��(�� ���� 	�� �+� ��	�����+� ����
+��+� 	�!���� 1�-	1) ���
L − P (t)� ���� 1�-	1) ��� ��0��� P ′(t) = kP (t) ��� �.
���.�� (���0-��
0���(� ��� ��0���

P ′ (t) = kP (t) (L− P (t))

�� �	 	��1��!��� ��� ∫
P ′ (t)

P (t) (L− P (t))
dt =

∫
kdt

�� K����(�������	� ��� (��	���(	���(� u = P (t) �	 	��1��!��� ���∫
P ′ (t)

P (t) (L− P (t))
dt =

∫
du

u (L− u)

�� 7��-���2���	� �� �-�.-)�+(	
∫

du
u(L−u) �	 	��1��!��� ���

P (t) =
LeL(kt+c)

1 + eL(kt+c)

���� c ��	
�� �

"� �	 	��1��!��� ���

P (t) =
LP0

P0 + (L− P0) e−Lkt

���� P0 = P (0)

���������	
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!�� *������� *$��$#����3 )������	 ���������

"���� �� �����


��� ��
∫ 1
0 f (x) dx = 1

4 ,
∫ 4
0 f (x) dx = 64 .	�

∫ 3
1 f (x) dx = 20 �	 
����� ��∫ 4

3 f (x) dx�


�	� �� ∫ α

0
(2f (x) + 3g (x)) = 5

.	�

−4

∫ α

0
f (x) dx+ 5

∫ α

0
g (x) dx = 7

�	 
����� �	 ∫ α

0
f (x) dx

.	� ∫ α

0
g (x) dx


�
� �*��+ ��� � f ���	� ����(0�� ��� R .	� �����)�� �	 	��1��!��� ����∫ 4

3
f (x) dx−

∫ 2

3
f (x) dx =

∫ 5

2
f (x) dx+

∫ 4

5
f (x) dx


	�� �� ��	 ��� �����) f ������
∫ β
α f (x) dx = 4 �	 ���-������� ��� �	� �=

�	��� ∫ β
α βf (x) dx−

∫ β
α αf (x) dx

β − α
−
∫ α

β
3f (x) dx


	�� �*��+ f (x) = ex� �	 -�
��� �� �	�	. �+ �!�������

��
∫ t
0 f (x) dx = 3

��
∫ 1+t
0 f (x) dx = 3

��
∫ 1
0 f (t+ x) dx = 3

"�
∫ 1
0 tf (x) dx = 3


	�� /�	 ������ 	��
(��� b > 1 ������∫ b

1
(b− 4x) dx ≥ 6− 5b


	�� �
� ��� ��������� ��� �*�
���'&"�� ��� 4�,����# �

��

�� �	 ���-������� �� F (x) =
∫ x
π
2
(t+ 1) συν (2t) dt�

���� ����
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�� �	 *�	-�
������ ��� 	� ����� �	� �	�	�+��2���	��


	�� �	 	��1��!��� ���∫ 3

2

(
x2 + βx+ γ

)
dx = 2−

∫ 1

0

(
x2 + βx+ γ

)
dx+ 2

∫ 2

1

(
x2 + βx+ γ

)
dx

"���� >� �����


	�� �	 
����� ��� ��(0� ��� α ��	 ��� ������ ������∫ 2

0
(t− log2 α) dt = 2 log2

(
2

α

)

	�� /�	 (�	 �����) ��� ����� f : [α, β] → R ���	� ��+��� ���∫ β

α
f (x) dx = 0

�	 	��1��!��� ��� � f 0��� (�	 ���- ������ ��2	 ��� [α, β]�


	�� �	 	��1��!��� ��� 	� α < β .	� ��	 ��� �����) ��� ����� f ������∫ β

α
|f (x)| dx = 0

���� f(x) = 0 ��	 �-	 �	 x ∈ [α, β]�


		� �	 	��1��!��� ���

2√
e
<

∫ 1

−1
e−

x2

2 dx < 2


	
� �	 	��1��!��� ���

ln
4
√
4 <

∫ 4

3

ln t

t
dt < ln

3
√
3



�� �*��+ f .	� g 1�� �������� ���	��)���� ����(0��� ��� 1� ���(	Δ� 7��=


0���(� ��� ��	 1�� ���1�	��)(	�	 [α, β] .	� [κ, λ] ���Δ �������
∫ β
α f (x) dx >∫ β

α g (x) dx .	�
∫ λ
κ f (x) dx <

∫ λ
κ g (x) dx� �	 	��1��!��� ��� �� (C)f , (C)g 0=

���� 0�	 ���- ������ .���� ��(����



�� �*��+ f : R → R (�	 ��� ����� ��	 ��� ����	 ������ f (x) > 0 ��	 �-	

�	 x� �	 -����� ��� �!��+��
∫ ex−1
x f (t) dt = 0�

���������	
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�� �
� ��� ��������� ��� �*��
���'&"�� ��� Berkeley# �
	��
�*��+ f : [0, 1] → R �����)�� >����� �� ����

lim
t→+∞

∫ 1

0
xtf (x) dx

!�! 5 �'������� F (x) =
∫ x

α
f (t) dt

"�"�� �� �����



�� �	 �	�	�+������ ��� ���	��)�����

�� f (x) =
∫ x
1 e

tdt

�� g (x) =
∫ 1
x

√
tdt

�� h (x) =
∫ x2+x+1
1

√
t− 2dt

"� s (x) =
∫ 4x−2
x+1 etdt

#� w (x) =
∫ x
1

(
axe−t2 + b

)
dt



�� �*��+ ϕ (x) =
∫ x
0 ημtdt� >����� �	 ϕ′ (π

4

)
, ϕ′ (π

2

)
, ϕ′′ (π

4

)
,ϕ′′ (π

2

)
�



�� �*��+ � ��� ����� F (x) =
∫ x
2 (2t− 5) dt� �	 
����� ��� �!������� �+�

�'	���(0�+� ��� Cf ��	 ��(��	 (� ���(�(0��� � .	� ��



�� �	 ��	-�
������ ��� ������	�∫ αx

α

dt

t
=

∫ x

1

dt

t



�� �	 
����� ��� ����� f (� ��1�� ����(�� �� R �0���	 ���� �	 ������
f ′ (x) = xημx .	� f(0) = 0�



	� �*��+ F (x) =
∫ x
2 e

tdt, G (x) =
∫ −x
3

(
t2 + 1

)
dt� �	 ��	-�
������ ���

���������

�� (F (x) +G (x))′ = ex − x2 − 1

�� (F (x) ·G (x))′ = ex
∫ −x
3

(
t2 + 1

)
dt− x2

∫ x
2 e

t dt−
∫ x
2 e

t dt

�� (F ◦G)′ (x) = −
(
x2 + 1

)
e
∫−x
3 (t2+1) dt




� >����� ��
∫ x
−x

et+t2

et+1 dt�
��������	 �����=�-%���

����� >����� �� lim
x→0

∫ x
0 ημ(t2)dt
x(1−συνx)
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��� %�%� 7 �(������� F (x) =
∫ x
α f (t) dt

����� /�	 ��� �	�	�+����(� ��� ����� f (� ��1�� ����(�� �� R ������

x =

∫ f(x)

0

1√
1 + 4t2

dt

�	 1��!��� ��� � f ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(� .	� f ′′ (x) = 4f (x)�

"�"�� >� �����

����� �*��+ �����)� ��� ����� f : [0,+∞) → (0,+∞)� �	 	��1��!��� ���
�� �-	 �	 x > 0 ������

x

x∫
0

f(t)dt >

x∫
0

tf(t)dt

����� C ��� ����� I : [−1, 1] → R (� I (x) =
∫ x
0

2t+1
t2+5t+6

dt ���	� �����)�
8��	��39 .	� ���(0�+� �	����� 2�� 8�-�.�9 (0����� .	� 8�-�.�9 �- ������ >�����
�	�

����� /�	 ��� �����) ��� ����� f : [0,+∞) → R ���	� ��+��� ��� 1�
(�1���2��	� .	� ��� ��	 �-	 �	 x �= .	� ������∫ x

0
f (t) (t+ 1) dt = f2 (x)

�	 
����� ��� f �

����� �	 	��1��!��� ���(∫ β(x)

α(x)
f (t)dt

)′
=

∣∣∣∣ β′ (x) f (α (x))
α′ (x) f (β (x))

∣∣∣∣
����� �	 (�-��)���� +� ���� �� (�������	 ��� ��� �����

f (x) =

∫ ex

2

ln t

t
dt

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV���G (x) =
∫ x
1 f (t) dt

���� f (t) =
∫ 3t
1

eu√
u
du .	� x > 0, t > 0 �	 
������

�� G′′ (1)

�� �� lim
x→0+

√
xG′′(x)−√

3√
x+1−1

���	� �	 (�-��)���� +� ���� �� (�������	 ��� ��� �����

g (x) =

∫ 1

x2

ln tdt
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���
� �	 
��
�� � �	� �+��� ��� f ���� 	.�-��
�� ������������

�� f (x) =
∫ x
1

ημt
t dt

�� f (x) =
∫ x
1

ημtx
tx dt

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' I� D�+���(� ���� ��	�=
(	��.��� 	��
(��� α, β (� 0 < α < β �� �����) ��� ����� f : (0,+∞) → R

��	 ��� ����	
∫ β
α f (t) dt = 0 .	� �� ��� �����

g (x) = 2 +
1

x

∫ x

α
f (t) dt, x ∈ (0,+∞)

�	 	��1��!��� ��� �� ���� 0�	 ���- ������ x0 ∈ (α, β) �0���� ���� �	 ��������

�� C �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� ��� ������ g ��� ��(���
(x0, g (x0)) �	 ���	� �	� --�-� ����  !��	 x′x�

�� g (x0) = 2 + f (x0)

����� �*��+ � ��� ����� f (x) =
∫ x−1
x+1 ln tdt�

�� �	 
����� �� ��1�� ����(�� ����

�� �	 
����� �	 1�	��)(	�	 ��	 ����	 ���	� .���)=.��-��

����� �*��+

f (x) =

∫ x

1

t− 1

et
dt

�� �	 
����� �	 1�	��)(	�	 (�������	� ��� f

�� �	 ���-������� ��� �- ����� ��() ��� f

����� �*��+ f : R → R (�	 �����)� ��� ������ �� ��� 
�)
��	 ���

g (x) = (1− x)

∫ x

0
f (t) dt

�	 	��1��!��� ��� � �!��+��
∫ x
0 f (t) dt = (1− x) f (x) 0�� (�	 ���- ������

��2	�

����� �	 
��
�� �����)� ��� ����� f : R → R ��	 ��� ����	 ��	 �-	 �	 x
������� ∫ x

0
etf (x− t) dt = ημx

����� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� F (x) =
∫ x
1

(
t4 − t3 − t+ 2

)
dt ���	�

�����+� 	�!���	�

���� ����
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www.nsmavrogiannis.gr

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



��� %�%� 7 �(������� F (x) =
∫ x
α f (t) dt

����� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� α ∈ (0,+∞) �������∫ 1

α

dx

1 + x2
=

∫ 1
α

1

dx

1 + x2

����� �	 �	�	�+������ ��� ��� �����
∫ x3

x a3dt�

���	� /�	 ���	 ��() ��� x �� �-�.-)�+(	
∫ x+3
x t (5− t) dt �����	� (0�����3

5��	 ���	� � (0����� ��()3

���
� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� f (x) =
∫ x
0

(
eημt − ημt− 1

)
dt ���	�

�����+� 	�!���	�
��������	 ������*�-�� %��� ���%
���� ex ≥ x+ 1

����� �	 
����� ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R ��	 ��� ����	, ��	 �-	 �	
x, ������ ∫ x

0
f (t) dt = xex + d

����� �*��+ I (x) =
∫ x
0 (1 + t)ν dt� �	 	��1��!��� ���

(1 + x) I ′′ (x)− νI ′ (x) = 0

����� �	 
���� �� ���	 x0 �	����� 2�� 	.���	�� ) .	(�) � ��� ������

ϕ (x) =

∫ x

0
(t− 1) (t− 2)3 dt

����� �	 
����� ��� �	�	�+����(� ��� ����� f 	� ���	� ��+��� ���∫ x

0
f (t) dt = f (x)− ex

����� �*��+ f : R → R (�	 �����)� ��� ����� �0���	 ���� �	 ������
f (x+ y) = f (x) + f (y) ��	 �-	 �	 x, y� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� α > 0
������

∫ α
−α f (x) dx = 0�

����� �	 
����� �����) ��� ����� f ����(0�� ��� 1� ���(	
[
0, π2

]
��	 ���

����	 ������

2

∫ x

α
f (t) dt = 2ημx− 1

���� α ∈
[
0, π2

]
� B�� ���0���	 �	 
����� ��� ��() ��� α�

����� �*��+ (�	 �����)� ��� ����� f ����(0�� �� 0�	 1� ���(	 Δ .	�
F (x) =

∫ x+α
x−α f (t) dt� �	 	��1��!��� ��� F ′ (x) = f (x+ α)− f (x− α)�

���������	
 ��	��
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�������� %� +������������ /������� ���

����� C ��� ����� f : R → R ���	� �����)� .	� ��	 �-	 �	 x ������∫ x2

0
f (t) dt = xημ (πx)

�	 
����� ��� ���� ��� g (x) = f
(
x2
)
�

���	� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� 7�=
�
0���(� ��� �� f .	� g ���	� �	�	�+����(�� ���	��)���� �0����� ����

xg (f (x)) f ′ (g (x)) g′ (x) = f (g (x)) g′ (f (x)) f ′ (x)

��	 �-	 �	 x� *���-0��, � f ���	� (� 	�����.� .	� � g 
���.)� �.�(� ��	 . 
�
α ∫ α

0
f (g (x)) dx = 1− e−2α

2

��
0���� ��� g(f(0)) = 1 �	 ���-������� �� g(f(4))�

���
� �*��+ f : [0,∞) → [0,∞) (�	 �����)� ��� ����� � ����	 �����	�
(�10� (��� ��� (�10�� �*��+

g (x) =

∫ x
0 f (t) dt∫ x
0 tf (t) dt

�� �	 
����� �� lim
x→0+

g (x)�

�� �	 	��1��!��� ��� � g ���	� �����+� '
�����	�

����� �*��+ α ∈ R ��	
����� /�	 ��� �����) ��� ����� f : R → R ���	�
��+��� ���

∫ αx
α f

(
t
α

)
dt =

∫ x
1 f (t) dt ��	 �-	 �	 x� 5��	 (����� �	 ���	� �

��� ����� f 3
��������	 �� ����%�����-%��� �
 
�
	���=��

∫ αx
α

f (t) dt�

����� �*��+ g : R → R (�	 �����)� ��� ����� ��	 ��� ����	 ������ g (x) > 0
��	 �-	 �	 x� �*��+ ��� ��	 ��� ��� ����� f : R → R ������

f (x) =

∫ x

0
g (f (t)) dt

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �	�	�+����(� .	� �	 
����� ��� �	� �+��
����

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� 	������06�(��

����� �	 
����� �� �����) ��� ����� f (� ��1�� ����(�� �� R ��	 ��� ����	
�������

f (x) =

∫ x

0
f (t) dt) + 1

���� ����
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��, %�-� +���� �� +����&�!��5 #�,��� �

����� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� /�	
���	 ��() ��� α > 1 �� ∫ a2

a

1

x
ln
x− 1

32
dx

�����	� �- �����3

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �	 
��
�� �����)�
��� ����� f : R → R ��	 ��� ����	 �������∫ x

α
e−tf (t) dt = e−x − e−α − e−xf (x)

(� x, α ∈ R�

����� �	 
����� �� α ���� � ��� �����

f (x) =

{ ∫ x2
0 ημ

√
xdx

x3 , x �= 0
α , x = 0

�	 ���	� �����)��

Charles Hermite
�0�� �1��

Jacques Salomon Hadamard
�0"� �1"�

����� �
� ��� ��������� ��� �


# $%�&' I� �*��+ h : [1,+∞) → R
�����)� ��� ����� ��� �.	������� �� ��0��

h (x) = 1999 (x− 1) +

∫ x

1

h (t)

t
dt

��	 . 
� x ≥ 1� �	 	��1��!��� ���

�� h(x) = 1999x ln x, x ≥ 1�

�� C h ���	� �����+� 	�!���	 ��� [1,+∞) �

����� �	 	��1��!��� ��� 	� � �����)� ��� ����� f : R → R ���	�  ���	 ����
� ��� ����� F (x) =

∫ x
0 f (t) dt ���	� ������)�

"�"�� /� �����

���	� 4� ��-,'&* Hermite- Hadamard. �	 	��1��!��� ��� 	� � f
���	� .���) ��� [α, β] ���� �������

f

(
α+ β

2

)
<

1

β − α

∫ β

α
f (t) dt <

f (α) + f (β)

2

!�, *������� *$��$#����3 ��+�����

"�#�� �� �����

���
� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

���������	
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�������� %� +������������ /������� ���

��
∫ 3
1 xdx

��
∫ 2
0

1
x+1dx

��
∫ 1
−1 x

2dx

"�
∫ π
−π ημxdx

����� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ 2
−1

√
x+ 7dx

��
∫ 4
2 (ex − e−x) dx

��
∫ 3
1

x2+1
x dx

"�
∫ 3π

2
0 συνxdx

����� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ β
α

√
xdx

��
∫ π

4
π
6
ημ2xdx

��
∫ 1
λ
λ lnxdx

"�
∫ p2

p x2dx

����� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ −1
−6

1
xdx

��
∫ 1
3 x

2dx

��
∫ −12
−9

x+1
x+2dx

"�
∫ e2

e
1
xdx

����� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ t
s

(
u2 + 1

)
du

��
∫ 1
0

(
x− 1

2

)
dx

��
∫ 1
0

∣∣x− 1
2

∣∣ dx
"�

∫ 1
0

1
ex+1dx

����� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ 1
0

(∫ x
0 (3t+ 1) dt

)
dx

��
∫ 1
0

(∫ 1
0 (3t+ 1) dt

)
dx

��
∫ x2

x (2t− 1) dt

"�
∫ π

4

−π
4

1
συν2x

dx

����� �	 ���-������� �	�

��
∫ 2
1

(∫ 4
3 (x+ 2y) dx

)
dy

��
∫ 4
3

(∫ 2
1 (x+ 2y) dx

)
dy

��
∫ 2
1

(∫ 4
3 (x+ 2y) dy

)
dx

"�
∫ 4
3

(∫ 2
1 (x+ 2y) dy

)
dx

����� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ 4
0

(
3
2

)x−4
dx

��
∫ s3

s x lnxdx

��
∫ 3
1

(
x2 − 4x+ 3

)
dx

"�
∫ 3
1

(
x2 − 4x+ κ

)
dx

���� ����
�������
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��" %�-� +���� �� +����&�!��5 #�,��� �

����� �	 �����(����)���� ��� �����.) ��� �-�.-)�+��� .	� �	� ������
��	 �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ 1
0 xe

−xdx

��
∫ π

2
0 x2συνxdx

��
∫ π

3
π
4

x
ημ2x

dx

"�
∫ e
1 x

3 lnxdx

���	� �	 �����(����)���� ��� �����.) ��� 	--	�)� (��	
-��)� ��	 �	 ��=
�-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ e
1

ln2 x
x dx

��
∫ 3
2

x2

x−1dx

��
∫ e2

e
1

y ln ydy

"�
∫ e
1

ημ ln y
y dy

���
� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	�

��
∫ 2π
π ημ2xdx

��
∫ ρ2
ρ1
f (x) dx ���� f (x) = 2x2 + 2x− 4 .	� ρ1 < ρ2 ���	� �� ��2�� ��� f �

��
∫ n
m

(
mx2 + nx

)
dx

"�
∫ 1
x
x tdt

����� �����	� � ��� �����

f (x) =

{
x2 αν 0 ≤ x < 1√
x αν 1 ≤ x ≤ 2

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)��

�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	∫ 2

0
f (x) dx

����� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	�∫ 5

1

(
|x− 3|+

∣∣x2 − 4
∣∣) dx

����� �
� ��� ��������� ��� �
		# $%�&' IV� �	 ���-������� ��
�-�.-)�+(	� ∫ 2

1

x3 − 5x2 + 1

x
dx

���������	
 ��	��
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�������� %� +������������ /������� ��!

����� �	 	��1��!��� ����∫ α

0
xσυνxdx+

∫ β

α
xσυνxdx+

∫ 0

β

(
x2 + xσυνx

)
dx = −β

3

3

����� �	 
����� ��� λ ∈
(
0, π2

)
0��� ����

∫ π
6
0 (ημx− συνx) dx = −

∫ λ
π
6
ημxdx�

����� �*��+ f (x) = αx2 + βx + γ� �	 
����� ��	 ���0� ��(0� �+� α, β, γ

������� f ′ (1) = 8, f (2) + f ′′ (2) = 33 .	�
∫ 1
0 f (x) dx = 7

3 �

����� �	 -����� ��� �!��+��∫ x+1

x

(
t2 − 4t+

50

3

)
dt = 13

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �� � ��� ����� g(x)
0��� �����) �	� �+�� ��� [0, 1] .	� �.	������� ��� ��0��∫ 1

0
xg′ (x) dx = 1993 −

∫ 1

0
g (x) dx

�	 
����� �� g(1)�

���	� �
� �� /�*01���&� Putnam# �
��� �*��+ f : [0, 1] → R
�	�	�+����(� (� �����) �	� �+�� ���� f (0) = 0 .	� 0 ≤ f ′ (x) ≤ 1 �� 	�-	
�	 x� �	 	��1��!��� ���

(∫ 1

0
f (x) dx

)2

≥
∫ 1

0
f3 (x) dx

��������	 ����%*�-�� �� �� %������%� h (x) =
(∫ x

0 f (t) dt
)2 − ∫ x

0 f3 (t) dt�

���
� ��
∫ t
1

(
3x2 + 2x+ 1

)
dx = 11 
����� ��

∫ t
1

(
3x2 − 2x+ 1

)
dx�

����� /�	 �� �����) ��� ����� f ���	� ��+��� ��� f(−x) + f(x) = x2 ��	

�-	 �	 x ∈ R� >����� ��
∫ 1
−1 f (x) dx�

����� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� ��	
�����)� ��	�(	��.) ��� ����� f �.	������� ��� �	������	

f (2x) = 3f (x)

��	 �-	 �	 x� ��
∫ 1
0 f (x) dx = 1 
����� ��

∫ 2
0 f (x) dx�

���� ����
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��0 %�-� +���� �� +����&�!��5 #�,��� �

"�#�� >� �����

����� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫ 10
−1

x
1+|x|dx

����� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	�∫ 16

0

dx√
x+ 9−√

x

����� �	 	��1��!���, �+��� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	, ����∫ π
8

−π
8

x10ημ9x = 0

∫ 1

−1

x7 − 3x5 + 7x3 − x

συν2x
dx = 0∫ 1

−1
eσυνxdx = 2

∫ 1

0
eσυνxdx

����� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	∫ 1

0

(
ν∑

k=1

kx

)
dx

����� �*��+ Iν =
∫ α
0 e

−xxνdx

�� �	 ���-������� �� I1�

�� �	 	��1��!��� ��� Iν = νIν−1 − ανe−α�

�� �	 ���-������� �� I3�

����� �*��+ Iν =
∫ π
0 συν

νxdx�

�� �	 	��1��!��� ��� Iν+2 =
ν+1
ν+2Iν �

�� �	 	��1��!��� ���

8	@9 I2k = 1·3·5·...·(2k−1)
2·4·6·...·(2k) π

8
@9 I2k+1 = 0

���	� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫ π

4
π
6
(εϕx+ σφx+ lnx) dx�

���
� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	∫ 2

1

lnx

x
dx

���������	
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�������� %� +������������ /������� ��1

����� /�	 �� �����) ��� ����� f ������

αf (x) + βf (1− x) = 2 ((β − α) x+ α)

��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ��� 	� α �= −β ����
∫ 1
0 f (x) dx = 1�

����� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	∫ π2

π2

4

ημ
√
x√
x
dx

����� �*��+ f : [0, 1] → R �����)� ��� ����� �0���	 ����
∫ 1
0 f

(
x2
)
dx = 1�

�	 ���-����
�� �� �-�.-)�+(	 I =
∫ 1
−1

f(x2)
αx+1 dx, 0 < α �= 1�

��������	 �� ���6��� I =
∫ 0
−1

f(x2)
αx+1

dx +
∫ 1
0

f(x2)
αx+1

dx 	�� �� *'%��� %�
 $�+�
 
�
	���=��

x = −u�

����� >����� �� �-�.-)�+(	
∫ x
0 xdt�

����� �	 	��1��!��� ��� 	� f (x) =
∫ b
a ημ (2tx) dt ���� f

′ (x) = 2
∫ b
a (συν2tx) t dt�

����� �	 	��1��!��� ���∫
dx

(1 + x2)n
=

x

2 (n− 1) (1 + x2)n−1 +
2n− 3

2 (n− 1)

∫
dx

(1 + x2)n−1

.	� .	����� �	 ���-������� ��
∫ 1
0

dx
(1+x2)4

�

����� �	 	��1���
�� ��� 	� μ, ν ���	� 
���.�� 	.0�	��� ����∫ 1

0

(
x
μ
ν + x

ν
μ

)
dx = 1

����� �*��+ λ 
���.�� 	��
(�� .	� f (�	 ��� ����� �����)� ��� 1� ���(	
[0, λ]�

�� �	 	��1��!��� ���∫ λ

0

f(x)

f(x) + f(λ− x)
dx =

∫ λ

0

f(λ− x)

f(x) + f(λ− x)
dx

�� �	 	��1��!��� ��� �� �-�.-)�+(	∫ λ

0

f(λ− x)

f(x) + f(λ− x)
dx

���	� 	��! ����� ��� f �

���� ����
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�� �� ��� 
�)
��	 ��� �������(0��� ��+�)(	��� ) (�  --� ����� �	 ��=
�-������� �� �-�.-)�+(	�∫ 1

0

x4

x4 + (1− x)4
dx

���	� �	 ���-������� �	 �-�.-���(	�	

I1 =

∫ 2

0
(|x− 1|+ x+ 1) dx

I2 =

∫ 1

1
2

(|x− lnx|+ |3x− 2|) dx

���
� �� �*��+ ���
√
x2 − α2 = u− x� �	 	��1��!��� ��� x = 1

2
α2+u2

u �

�� K����(��������� ��� (��	���(	���(�
√
x2 − α2 = u − x ��	 �	 ��=

�-������� �� �-�.-)�+(	 I =
∫ √

x2 − α2dx

�� �� F (x) =
∫ x
2

√
t2 − 1dt �	 ���-������� �� �- ����� ��� F �

��	�� �� ��� 
�)
��	 ��� (��	���(	���(�� x = αημt �	 ���-������� ��
�-�.-)�+(	

∫ α
−α

√
α2 − x2dx

��	�� �	 -�
�� � �!��+��∫ α

0

(
συνx+ α2

)
dx = συνα+ α3

��	�� �*��+ f (�	 �����)� ��� ����� (� ��1�� ����(�� �� R� �	 	��1��!���
��� ∫ β

α
f (x) dx =

∫ β−α

0
f (α+ x) dx

��	�� �� �*��+ α > 0 .	� f : [0, α] → R �����)�� �	 	��1��!��� ���∫ α

0
f (α− x) dx =

∫ α

0
f (x) dx

�� �*��+ f : [0, α] → R .	� g : [0, α] → R (� ��� 	.�-��
�� �1��������

• f, g ��������

• ��	 �-	 �	 x ∈ [0, α] ������ f(α− x) = f(x)

• �� ���� ��	
�� c 0��� ���� ��	 �-	 �	 x ∈ [0, α] �	 ������ g(x) +
g(α − x) = c�

���������	
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�	 	��1��!��� ��� ∫ α

0
f (x) g (x) dx =

c

2

∫ α

0
f (x) dx

�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	∫ π

0

xημx

1 + συν2x
dx

��	�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫ 2
1

(∫ 4
3

1
(x+y)2

dy
)
dx�

��	�� 7��
0���(� ��� � f ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(� ��� [0, 1] .	� ���

� f ′′ ���	� �����)�� �*��+ ��� f ′(e) = f(e) = f(1) = 1 .	�
∫ e
1

f(x)
x2 dx = 1

2 �
>����� ��

∫ e
1 f

′′ (x) lnxdx�

��	�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	∫ π
3

π
6

1

ημ2xσυν2x
dx

��	�� �	 	��1��!��� ��� 	� f : R → R ���	� (�	 �����)� ��� ����� ����∫ α
−α f (x) dx =

∫ α
0 (f (x) + f (−x)) dx

��		� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� �*��=

+ f : R → R (�	 �	�	�+����(� ��� ����� (�
∫ 1
0 f (x) f

′ (x) dx = 0 .	�∫ 1
0 f

2 (x) f ′ (x) dx = 18� 5��� ���	� ��
∫ 1
0 f

4 (x) f ′ (x) dx3

��	
� �� �	 
����� 	��
(��� α, β, γ 0��� ���� ��	 . 
� 	��
(� x �= 0 �	
������

1

x (x2 + 1)
=
α

x
+
βx+ γ

x2 + 1

�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	∫
1

x (x2 + 1)
dx

��
�� �
� ��� ��������� ��� �


# $%�&' I� �����	� � ��� �����
f (t) = 2t+3

t+2 , t ∈ [1, 4]�

�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	 I =
∫ 4
1 f (t) dt�

�� �*��+ � ��� ����� g (x) =
∫ 4
1 f (t)

x+2
x+1e

t
x2 dt, x > 0�

8	@9 �	 	��1��!��� ��� e
1
x2 ≤ e

t
x2 ≤ e

4
x2 ��	 . 
� t ∈ [1, 4] .	� x > 0�

8
@9 �	 ���-������� �� lim
x→+∞ g (x)
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��
�� �� Iν =
∫
lnνxdx �	 	��1��!��� ���

Iν = x lnν x− νIν−1

��
�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� 2����� 
���.�� 	.��	�+� μ, ν ������∫ 1

0
xμ (1− x)ν dx =

∫ 1

0
xν (1− x)μ dx

��
�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫ e2

e
1+lnx
3+x lnxdx

��
�� �	 ��	-�
������ ��� ������	∫ β+1

α+1
xexdx−

∫ β−1

α−1
xe−xdx = βeβ+1 − αeα+1 + βe−β+1 − αe−α+1

��
�� �	 ��	-�
������ ��� ������	∫ 2

1
αβdα+

∫ 2

1
αβdβ =

2β+1 − 1

β + 1
+ α

α− 1

lnα

��
�� �*��+ Iν =
∫ π

4
0 εϕνxdx� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� ν ≥ 3 �������

Iν =
1

ν − 1
− Iν−2

��
�� �	 	��10�!��� ��� ��	 α > 0 .	� n ≥ 3 ������
∫ α

1
α

1−xn−2

1+xn dx = 0�

��
	� �
� ��� ��������� ��� 
*��
���'&"�� �'� 2�=�,/'�# �		
�
>����� 0�	 	�	�+��.� ���� ��	 �� �-�.-)�+(	

Iν =

∫
eαxσυννxdx

���� � ν ���	� 0�	� 
��.�� 	.0�	��� .	� ��� ���0���	 ���-������ ��
∫
eαxσυν4xdx�

��

� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' I� �� Iν =
∫ π

4
0 εϕνxdx,

ν ∈ N∗, �����

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� ν > 2 ������ Iν = 1
ν−1 − Iν−2,

�� �	 ���-������� �� I5�

����� �*��+

Iν,μ =

∫ 1

0
xν (1− x)μ dx

�	 	��1��!��� ���

Iν,μ =
μ

ν + 1
Iν+1,μ−1
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����� �� �	 ���-������� ��
∫
x2 lnxdx

�� �	 	��1��!��� ��� � ��� �����

f (x) =

{
x2 lnx 0 < x ≤ 1

0 x = 0

���	� �����)�

�� �	 ���-������� �� ∫ 1

0
f (x) dx

����� �� ��� 
�)
��	 ��� (��	���(	���(�� x = εϕt �	 ���-������� ��

�-�.-)�+(	
∫ 1
0

1
1+x2 dx

����� �*��+ f : R → R (�	  ���	 �����)� ��� ������ �	 	��1��!��� ����

��
∫ α
−α f (x) ln

(
x+

√
1 + x2

)
dx = 0

��
∫ α
−α f (x)

1
ekx+1

dx =
∫ α
0 f (x) dx

����� ��
∫ 2
1 (f (x) + x) dx = 4 �	 
����� ��

∫ 2
1 f (x) dx�

����� �� ���!�� ���
∫ β
α f (x) dx =

∫ β
α f (a+ β − x) dx

�� ���!�� ���
∫ π

2
0 ημνxdx =

∫ π
2
0 συννxdx, ν ∈ N·

�� >����� �	
∫ π

2
0 ημ2xdx,

∫ π
2
0 συν2xdx

����� �	 
����� ��� ��(0� ��� 
���.�� 	��
(�� α ��	 ��� ������ ������∫ α

0

(
2− 4x+ 3x2

)
dx ≤ α

����� �*��+ f : R → R �0���	 ���� ��	 �-	 �	 x �	 ������

f (α− x) + f (α+ x) = β

���� α, β ���	� ��	
���� 	��
(��� �	 	��1��!��� ���∫ 2α

0
f (x) dx = αβ

���	� D�+���(� �� ��� �����

g (x) =

{ ημx
x , x �= 0

1 , x = 0

�� ���!�� ��� � g ���	� �����)��
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�� �	 (�-��)���� +� ���� �� (�������	 �� ��� ����� f : [−π, π] → R (�

f (x) =

∫ π

−π
g (x+ t) dt

���
� �*��+ f (�	 �����)� ��� ����� ����(0�� ��� 1� ���(	 [−α,α]� �	
	��1��!��� ����

�� �� � f ���	�  ���	 ����
∫ α
−α f (x) dx = 2

∫ α
0 f (x) dx

�� �� � f ���	� ������) ����
∫ α
−α f (x) dx = 0�

����� 7���
�(�2��	� ��� (�	 ��� ����� f ���( 2��	� 
�,��/��6 	� �� ����
	��
(�� T �= 0 ��� ���( 2��	� 
�,"�/�� ��� f 0��� �����

• ��	 . 
� x ∈ Df ���	� .	� x+ T ∈ Df

• ��	 . 
� x ∈ Df ������ f(x+ T ) = f(x)�

�	 	��1��!��� ��� 	� � f : R → R 0��	� (�	 �����)� �����1�.) ��� ����� (�
�����1� T ���� ��	 . 
� x ∈ R ������∫ x+T

x
f (t) dt =

∫ T

0
f (t) dt

��������	 x = T − u

����� �	 	��1��!��� ��� 	� � �����)� ��� ����� f : R → R ���	� �����+�
	�!���	 ���� ∫ x

0
f (t) dt+

∫ 2r−x

0
f (t) dt ≥ 2

∫ r

0
f (t) dt

����� �	 	��1���
�� ��� 	� � �����)�  ���	 ��� ����� f : R → R ���	�
�����1�.) (� �����1� T ���� ��	 . 
� �����) ��� ����� g : R → R ������∫ T

0
xg (f (x)) dx =

T

2

∫ T

0
g (f (x)) dx

����� C f : [−1, 1] → R ���	� �����)�� >����� ��
∫ π
0 f (ημx) συνxdx�

����� C ��� ����� f ���	� ����(0�� ��� 1� ���(	 [α, β] .	� 0��� �����)
1������ �	� �+��� �	 	��1��!��� ��� 	� f ′ (α) = f (α) .	� f ′ (β) = f (β)
���� ������ ∫ β

α
e−x

(
f ′′ (x)− 2f ′ (x) + f (x)

)
dx = 0

���������	
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����� �
� �� /�*01���&� Putnam# �
�
� �*��+ ��� 0 < a < b�
>����� ��

lim
t→0

(∫ 1

0
(bx+ a (1− x))t dx

) 1
t

����� /�	 �� �����) ��� ����� f ���	� ��+��� ��� ��	 �-	 �	 x �������

f (x) = P (x) +

∫ x

0
e−tf (x− t) dt (∗)

���� P (x) ���	� 0�	 ��-����(� (� ��2	 �� :�

�� �	 	��1��!��� ���
f ′ (x) = P ′ (x) + P (x)

�� �	 �!��)���� ��	�� � �������(��� ��0�� (	� �1���� ���� ������ ��� f
.	� ��	�� � ��� ����� f ��� �.	������� ��� (∗) ���	� (��	1�.)�

����� �*��+ ��� 0 < α < β .	� ��� ��	 �� �����) f : [α, β] → R ������∫ β
α f (xt) dt ≥

∫ β
α f (t) dt ��	 . 
� 
���.� 	��
(� x� �	 	��1��!��� ����∫ β

α
f (t) dt = βf (β)− αf (α)

���	� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV�D�+���(� �� ��� �����
f (x) =

√
1 + x2 + λx, λ ∈ R�

�� �	 ���-������� ��� ��() ��� λ 	� ���	� ��+��� ��� lim
x→+∞

f(x)
x = 1�

�� /�	 ��� ��() ��� λ ��� 
�).	�� �	�	� �+ �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	

I =
∫ 1
0

x
f2(x)

dx�

���
� D�+���(� 1�� ���	��)���� f, g �������� ��� [α, β]�

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� λ ∈ R ������∫ β

α
(f (x)− λg (x))2 dx ≥ 0

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� λ ∈ R ������

Aλ2 + Bλ+ Γ ≥ 0

����

A =

∫ β

α
g2 (x) dx, B = −2

∫ β

α
f (x) g (x) dx, Γ =

∫ β

α
f2 (x) dx
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�� �	 	��1��!��� ��� ������ �

(∫ β

α
f (x) g (x) dx

)2

≤
(∫ β

α
f2 (x) dx

)(∫ β

α
g2 (x) dx

)

+������'�* Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky.

����� D�+���(� f, g �������� ���	��)���� (� ��1�� ����(�� �� R �0�����
���� ��	 . 
� x �	 ��������

• f (−x) = f (x) + κ

• g (−x) = −g (x) + λ

���� �� κ, λ ���	� ��	
���� ��	�(	��.�� 	��
(��� �	 	��1��!��� ����∫ α

−α
f (x) g (x) dx = λ

∫ α

0
f (x) dx− κ

∫ α

0
g (x) dx+ κλα

Augustin Louis Cauchy
�!01 �0�!

����� �*��+ ν 
���.�� 	.0�	���� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x ∈ R �� ����
	.��
�� 0�	� 	��
(�� y 0��� ����

y2ν+1 + y = x

.	� ���(0�+� ���2��	� (�	 ��� ����� x→ f (x) = y (� ��1�� ����(�� �� R .	�
�0���	 ����

f2ν+1 (x) + f (x) = x (1)

��	 . 
� x� A	������

Hermann Amandus Schwarz
�0,� �1��

�� �	 	��1��!��� ��� f(0) = 0�

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)��

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �	�	�+����(��

"� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����+� 	�!���	�

#� �	 	��1��!��� ��� �� ����-� ��(�� ��� f ���	� �� R�

$� �	 �.'� ���� +� �	� ��	�� ��� f ��
∫ x
0 f (t) dt�

Viktor Yakovlevich
Bunyakovsky

�0�, �001
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"�#�� /� �����

����� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� �*��=
+ P (x) = x3 − 3

2x
2 + x + 1

4 � �*��+ P [1] (x) = P (x) .	� ��	 ν ≥ 1 0��+

P [ν+1] (x) = P [ν] (P (x))� �	 ���-������� ��
∫ 1
0 P

[2004] (x) dx�

����� +) *�����'�* ��� Jensen. �*��+ f : R → R (�	 .���) ��� �����
.	� g : R → R �����)�� �	 	��1���
�� ����

f

(∫ 1

0
g (x) dx

)
≤

∫ 1

0
f (g (x)) dx

����� +2� *�����'��� ��� Young. �*��+ f : [0, γ] → R (�	 (�	 �	�	�=
+����(� ��� ����� (� f ′(x) > 0 ��	 �-	 �	 x .	� f(0) = 0� D�+���(�
α ∈ [0, γ], β ∈ [0, f (γ)]� �	 
�+�)���� +� 1�1�(0�� ��� � f−1 ���	� �����)�
��	 �	 1��!��� ���� ∫ α

0
f (x) dx+

∫ β

0
f−1 (x) dx ≥ αβ

�	 	��1��!��� ��� �� RT���SS ������ (��� ��	� β = f (α)� B�� ���0���	 �	
	��1��!��� ��� ��	 ���� 
���.��� 	��
(��� α, β, p, q (� 1

p + 1
q = 1 �������

αp

p
+
βq

q
≥ αβ

Johan Ludwig William
Valdemar Jensen

�0�1 �1��

William Henry Young
�0"� �1,�

!�/ ��-���
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� � ��

� � � � �

�

����� �	 ���-������� �� �(
	1�� S ��� �	�	. �+ ��)(	�

� � ��

� � �� �� �

���	� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ��� ��	'�.0�
�	�	�� ���� �+� ���	��)��+� lnx .	� ln2 x�

���
� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �	 ���-�������
�� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ��� ��	'�.0� �	�	�� ���� �+�
���	��)��+� g (x) =

√
x, f (x) = 2x− 1 .	� ��� ��
��	 x = 0�

����� �
� ��� ��������� (�(�4# (�/"*# �
	
� �	 
����� �� (������
.	� �� �- ����� ��� ��� ������

f (x) = x (x− 1)2 , 0 ≤ x ≤ 2

B�� ���0���	 �	 
����� �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ��� .	(=
��-� y = x (x− 1)2, ��� y= !��	 .	� ��� ��
��	 y = 2�

����� 5��� ���	� �� �(
	1�� ��� ����.-����� �� ��	'�.0� �	�	�� ���� �+�
y = x2, y =

√
|x|3

����� 4� ��	((��.�	�(0�� �(
	1�� ��� ��)(	��� ���	� �� 5��� ���	� �� α3
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����� �
� �� &*�'&*���� /�*01���&� Harvard-MIT# ����� 5���=
1������� �� 
���.) ��() α ��� ���	� �0���	 ���� � �	�	
�-) y = x2 + 1 �	
1�����(�� �� �(
	1�� ��� ��
��+���� (� .���'0� (0, 0), (α, 0), (0, α2+1), .	�
(α,α2 + 1)�

����� �*��+ f (x) = −x2 + 4x− 3� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� �+����
��� ����.-����	� 	���

• ��� Cf
• ��� �'	���(0�� ��� Cf ��� ��(��� ��� A(0,−3) .	�

• ��� �'	���(0�� ��� Cf ��� ��(��� ��� B(3, 0)

�
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����� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ���2��	� 	�� ��� ��	'�.)
�	� ��	�� ��� f (x) = (x− 1) (x− 2) (x− 3) (x− 4) .	� ��� x− !��	�

����� 4� �+��� ��� ��)(	��� ����.=
-����	� 	�� ��� ��	'�.0� �	�	�� ����
�+� ���	��)��+�

f (x) = −x2 + 6x− 5

g (x) = −x2 + 4x− 3

h (x) = 3x− 15

�	 ���-����
�� �� �(
	1�� ����

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' I� �����	� � ��� �����
f (� f (x) = 3x+ 1

2x2 �

�� �	 
����� ��� 	��(��+��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� ��� ������ f �

�� �	 ���-������� �� �(
	1�� E (α) ��� �+���� ��� ����.-����	� (��	!�
��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� ��� ������ f , ��� ��
��	� (� �!��+��
y = 3x, .	� �+� ��
���� (� �!������� x = 1 .	� x = α (� α > 1�

�� �	 ���-������� �� ���� ��� �(
	1�� E (α) ��� 	�+�0�+ �+���� ��	� ��
α ������ ���  ������

"�$�� >� �����

���	� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� ����.-����	� 	�� ��� ��	'�.0� �	�	�� =
���� �+� ���	��)��+� f (x) = xν , g (x) = ν

√
x�

���
� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �����	� � ��� �����
f (� f (x) = (x+ 4) e−x, x ∈ R� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� �+���� ���
���2��	� 	�� �	 ��(��	 (x, y) (� −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ f (x)�

����� �� �	 	��1��!��� ��� � �!��+��

√
x+ 1 = x2

0��� 	.��
�� 1�� 8��	�(	��.0�9 ��2���

�� �	 	��1��!��� ��� �� �(
	1�� ��� ��	((��.�	�(0��� �+���� ��� �	�	. �+
��)(	
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���	� ��� (�

1

3
(q2 − q1)

(
q21 + 2q1 + q2q1 + 2q2 + q22

)
���� q1 < q2 ���	� �� ��2�� ��� �!��+��� ��� ��+�)(	��� 8	�9�

����� �����	� � ��� �����

f(x) =
x2 + 1

x− 1

B�(
�-�2��(� (� E(a) �� �(
	1�� ��� ����.-����	� 	�� ��� ��	'�.) �	� ��	��
��� f , ����  !���� .	� ��� x = α� �	 ���-����
�� �� ����

lim
α→−∞

1

α2
E(α)

����� B�� ��)(	 �� ���� � ��	'�.) �	� ��	�� ���� �����
	
(��� ��-�+��=
(�� (� ��2�� �, �, ", �	 	��1��!��� ��� E1 = E2�

5����	
����� �	 ����.�������

����� �	 ���-������� �� �(
	1�� S ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ���
x = 0, x = 2, y = 2x, y = 2x− x2�

����� �*��+ f(x) = ex� �	 
����� ��	 ���	 ��() ��� p �� �(
	1�� S1, ���
����.-����	� 	�� ��� Cf , y = 0, x = 0,x = p ���	� ��� (� �� �(
	1�� S2 ���
����.-����	� 	�� ��� Cf , y = 0, x = 1,x = p�

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



�!� %�2� $�0���

����� /�	 ���	 ��() ��� λ �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ���

��	'�.0� �	�	�� ���� �+� f (x) = x− λx2, g (x) = x2

λ ���	� (0�����3

����� /�	 �� �	�	. �+ ��)(	 �	 	��1��!��� ��� E1 = E2�

����� D�+���(� ��� ���	��)���� f(x) = ex+e−x
2 , g(x) = ex−e−x

2 � �*��+ E(t)
�� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ��� ��	'�.0� �	�	�� ���� �+� f, g,
��� y= !��	 .	� ��� ��
��	 x = t� �	 
����� �� ���� lim

t→+∞E(t)�

���	� �
� ��� ��������� ��� ����� D�+���(� �� ��� ����� f (x) =
2 + (x− 2)2 (� x ≥ 2�

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �=��

�� �	 	��1��!��� ��� �� ���� � 	�������'� ��� ����� f−1 ��� f .	� �	

����� ��� ���� ����

�� 8	@9 �	 
����� �	 .��� ��(��	 �+� ��	'�.�� �	�	�� ��+� �+� ���	��)=
��+� f .	� f−1 (� ��� ��
��	 y = x�

8
@9 �	 ���-������� �� �(
	1� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ���
��	'�.0� �	�	�� ���� �+� ���	��)��+� f .	� f−1�

���
� �
� ��� ��������� ��� �
	
# $%�&' I� �����	� � ��� �����
f (� f (x) = ημ

(
2x+ π

2

)
.	� ��1�� ����(�� �� 1� ���(	

[
−π

4 ,
π
4

]
�

�� �	 
��
�� � �!��+�� ��� �'	���(0��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f
��� ��(��� x0 =

π
8 �

�� �	 ���-����
�� �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ��� �	�	� �=
+ �'	���(0��, ��� ��	'�.) �	� ��	�� ��� f .	� ���� 
���.��� �(� !����
Ox,Oy�

����� /�	 ���	 ��() ��� λ � ��
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• 1�0����	� 	�� �� ��(��� A(0, 1) .	�

• 0��� �����-���) 1���
����+� λ

���(	��2�� (� ��� .	(��-� y = x2 + 1 �+��� �(
	1�� 63

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �� �� ���	��)����
f , g ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(�� ��� R .	� �.	�������� ��� ��0���� �

f ′′ (x)− g′′ (x) = 4 ��	 . 
� x ∈ R

f ′(1) = g′(1) .	� f(2) = g(2)

�� �	 
����� �� ��� ����� t(x) = f(x)− g(x), x ∈ R

�� �	 
����� �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ��� ��	'�.0�
�	�	�� ���� �+� ���	��)��+� f .	� g�

����� D�+���(� ��� ���	��)����

m (x) = συνx+ 2,

n (x) = ημx

�	 
����� ��� �����) ��� ����� f
��� 0��� ��� �1�����	�

• /�	 . 
� α > 0 �� �(
	1�� S
��� ����.-����	� 	�� ��� x = 0,
x = α, Cm, Cf ���	� ��� (� ��
�(
	1�� S′ ��� ����.-����	� 	��
��� x = 0, x = α, Cn, Cf �

� � ���

� � ���� � �

� � ���� 	�

	

� � 


����� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� ��	((��.�	�(0��� �+�����

����� �*��+ C � ��	'�.) �	� ��	�� ��� ��� ������ f : [0,+∞) → R (�
f (x) = xα, α > 0� �*��+ M ����� ��(��� ��� C .	� M1,M2 �� ���
�-0�
��� M �����  !���� x′x, y′y 	��������+�� ���( 2��(� E1, E2 �	 �(
	1 ���
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(�.���� ((�� OM1M .	� ��� �	�	--�-��� ((�� OM1MM2� �	 	��1��!���
����

E1 =
1

α+ 1
E2

����� D�+���(� ��� ���	��)����

f (x) =
1

1 + x2
, g (x) =

1

x
, x > 0

.	� ��� ��
��	 y = x�

�� ���!�� ��� � Cf ���	� . �+ 	�� ��� Cg�

�� B� . 
� α ∈ (0, 1) 	����������(� �� ��(��� A(α, g (α))� ��� �� A
'0����(� . 
��� ���� y = x� ���!�� ��� 	��) 
	 �0(��� � ����� ��� Cg
�� 0�	 .	� (��	1�.� ��(��� B(β, g (β)) (� β ∈ (1,+∞)�

�� ���!�� 	.�(� ��� �� �(
	1�� ��� ����.-����	� 	�� ��� x = α, x = 1,
y = 0 .	� Cf ���	� ��� (� �� �(
	1�� ��� ����.-����	� 	�� ��� x = β,
x = 1, y = 0 .	� Cf �

����� 7� �����  ������, �� �-)
��, �������� ���	��)���� f ��� ���2���	�
��� [0,+∞) .	� �� ��	'�.0� �	�	�� ���� ���� ����0����	� ��� ����� ���	���=
(���� .	� 1�0�����	� 	�� ��� 	��) �+� 	!��+�� /�	 �	� 1���(	 (���.0� ���	�
�� f (x) = ex−1, f (x) = ln (x+ 1), f (x) = x2, f (x) =

√
x �-�� ��	 x > 0�

Q�����	� �	 
����� ���0� 	�� 	��0� 0���� ��� 	.�-��
� �1�����	�

• /�	 . 
� ��(��� A ∈ Cf , (� ���
�-) ���� x′x �� ��(��� B, �� �(
	1��
��� �������� OAB ���	� ��� (� �� 1��- ��� ��� (�.���� ((�� �+����
OAB�

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr



�������� %� +������������ /������� �!�

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �����	� � ��� �����
f (� ����

f (x) =

{
ex − e , x < 1√
lnx
x , x ≥ 1

�	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)� .	� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� �+����,
�� ����� ����.-����	� 	�� �� ��	'�.) �	� ��	�� ��� f , ���  !��	 x′x .	� ���
��
���� (� �!������� x = 0 .	� x = e�

���	� �*��+ C � �	�	
�-) (� �!��+�� y = αx2 8α > 09� �*��+ A,B 1��
1� '��	 ��(��	 ��� C� �*��+ Γ �� ��(��� ��()� �+� �'	���(0�+� ��� C
��	 A,B� �*��+ �0-�� Δ �.���� �� ��(��� ��� �	�	
�-)� ��� 0��� ��� �1�	
���(�(0�� (� �� Γ�

B�(
�-�2��(��

• �� E1 �� �(
	1�� ��� (�.���� ((�� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ���
AΓ, BΓ .	� ��� C�

• �� E2 �� �(
	1�� ��� �������� ABΓ�
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• �� E3 �� �(
	1�� ��� �������� ABΔ�

• �� E4 �� �(
	1�� ��� (�.���� ((�� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ���
AB .	� ��� C�

�	 	��1��!��� ����

�� x3 =
x1+x2

2

�� C �'	���(0�� ��� C ��� Δ ���	� �	� --�-� ���� AB�

�� ��� �-	 �	 ��(��	 ��� �	�	
�-�.�� ��!�� AB �� Δ ���	� �.���� ���
	�0��� 	�� ��� AB �� (��	-����� 	����	���

"� +�,!�&6/'�. E4 =
4
3E3

#� (Cavalieri)� E1 =
1
3E2

#�����&��
�0! ��� $�3�

Bonaventura Francesco
Cavalieri
��10 �",!

"�$�� /� �����

���
� B���  �.��� 	��) 
	 ���-������� �� �(
	1�� ��� 0--��6�� .	� ���
����
�-�.�� �+�����

�� �&�*/�� �'� %����>'�? �*��+ � 0--��6� x2

α2 + y2

β2 = 1� /�	 �	

���(� �� �(
	1�� ��� 	�.�� �	 
���(� �� �(
	1�� ��� ��� ����.-����	�
��� ����� ���	���(���� .	� �	 ��--	�-	�� ���(� ��� "� 4� �+��� 	���
����.-����	� 	�� ��� ��	'�.) �	� ��	�� ��� y = β

α

√
α2 − x2, x ∈ [0, α]

.	� ��� x′x� 4� �(
	1�� ��� ���	� ��� (� �� I =
∫ α
0

β
α

√
α2 − x2dx� /�	

�	 ���-������� 	��� �� �-�.-)�+(	 �	 
0���� x = αημt� D	 
�����
I = παβ

4 � 4�-�. �� �(
	1�� ��� 0--��6�� ���	� E = παβ�

�� �&�*/�� �
�,������3 !1,"��? �*��+ � ����
�-) x2

α2 − y2

β2 = 1�
/�	 �	 ���-������(� �� �(
1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ���
����
�-) .	� ��� ��
��	 x = t > α 	�.�� �	 ���-������(� �� 1��- ���
��� �-�.-���(	��� I =

∫ t
α

β
α

√
x2 − α2dq� /�	 ��� ���-����(� (�������

�	 �����(����)����

�3 Cavalieri ��$�*� #�&�	$� 	�� (��������!
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�������� %� +������������ /������� �!!

8	@9 4�� 	���.	� ��	�� u = α
2

(
x+ 1

x

)
)

8
@9 ��� 	���.	� ��	�� u = α
2 (e

x + e−x) )

8�@9 ��� 	���.	� ��	�� u = α
συνx

5�0��� �	 
�����

I =
β

2α

(
t
√
t2 − α2 − α2 ln

(
t+

√
(t− α) (t+ α)

)
+ α2 lnα

)

����� �6��� �*&
3�'�� B���  �.��� 	��) (������� �	 1����, ���, (�
(�.�) ����������� �+� �1��� ��� �����(�����(� ��	 ��� ���-����(� �+� �(=

	1�� (�����(� �	 ���-���2��(� ().� .	(��-��� D	 ���	�
��(� ���� ��1�.)
������+�� (�	� .	(��-�� y = f (x) ���� � f : Δ → R ���	� �	�	�+����(� .	�
� f ′ ���	� �����)�� �*��+ [α, β] ⊆ Δ� D	 
���(� �� ().�� L ��� .	(��-��
	�� �� A = (α, f (α)) ��� B = (β, f (β))�
C�� �
 %	
$
 ���
 �=�->
��� �
 &��%���� [α, β] %� ν �$
&��%������ $���
�� β−α

ν
� 5��
��� '�%�

�
�� ���*�
��

x0 = α, x1 = α+
β − α

ν
, ... , xν = α

	�� �� �� /
�*��� �
�� �� %���-�

X0 = A = (x0, f (x0)) , X1 = (x1, f (x1)) , ... Xν = B = (xν , f (xν))

5A��� �
 ν ��)���� �$���
��%�� &���&� 
��� ν → +∞ �
 ��	
� ��� ��*��%�'��� X0X1...Xν−1Xν
��-��� %�
 L &���&�

lim
ν→+∞X0X1...Xν−1Xν = L

#���

X0X1...Xν−1Xν = (X0X1) + (X1X2) + ...+ (Xν−1Xν) =
√

(x0 − x1)
2 + (f (x0)− f (x1))

2+

+
√

(x1 − x2)
2 + (f (x1)− f (x2))

2 + ... +
√

(xν−1 − xν)
2 + (f (xν−1)− f (xν))

2

#� �.���
%
��� �
 *�+���� �'%�� ����� ��� ��� f %� 	�*� '�� �$
 �� &��%������

[x0, x1] , [x1, x2] , ... [xν−1, xν ]

/�-%	
��� 
��
f (x0)− f (x1) = f ′ (ξ1) (x0 − x1)

f (x1)− f (x2) = f ′ (ξ2) (x1 − x2)

...

f (xν−1)− f (xν) = f ′ (ξν) (xν−1 − xν)

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



�!0 %�2� $�0���

5#��

X0X1...Xν−1Xν = |x0 − x1|
√

1 + (f ′ (ξ1))2 + ... + |xν−1 − xν |
√

1 + (f ′ (ξν))2 =

= β−α
ν

ν∑
k=1

√
1 + (f ′ (ξk))2

�$
�'�=� L = lim
ν→+∞

β−α
ν

ν∑
k=1

√
1 + (f ′ (ξk))2 =

∫ β
α

√
1 + (f (x))2dx

���	

L =
∫ β
α

√
1 + (f ′ (x))2dx

*'	�(���� ��� �	�	� �+ ���� ��	 �	 
����� �� ().�� L ���� 	.�-��
�� �����=
�������

��������	 C�� �
 
�
	���=��
∫ 1
0

√
1 + x2dx �� *'%��� x = εϕt�

���������	
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�������� %� +������������ /������� �!1

!�0 "��#���� �� �$� �� ��%�$���

����� �	 ��(�-������� ��� ���������

��
∫
f ′ (x) dx =

��
(∫
f (x) dx

)′
=

��
(∫ x

a f (t) dt
)′

=

"�
(∫ β

α f (x) dx
)′

=

#�
∫ β
α f

′ (x) dx =

$�
∫ x
α f

′ (t) dt =

����� /�	 (�	 �����) ��� ����� f : [0, 1] → R ������∫ 1

0
xf (x) dx ≥ 1

3
≥

∫ 1

0
f2 (x) dx

�	 	��1��!��� ���

��
∫ 1
0 (f (x)− x)2 dx ≤ 0

�� f (x) = x ��	 . 
� x

����� �� ��� 
�)
��	 ��� (��	���(	���(�� u = 1 + lnx �	 ���-������� ��
�-�.-)�+(	� ∫

(1 + lnx)2

x
dx

����� �*��+ �����)� ��� ����� f ����(0�� ��� 1� ���(	 Δ .	�

F (x) =

∫ x+α

x−α
f (t) dt

�	 	��1��!��� ��� F ′ (x) = f (x+ α)− f (x− α)�

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� C ��� ����� f ���	�
�����)� ��� 1� ���(	 [α, β] .	� ������ ���

f (x) + f (α+ β − x) = c

���� c ��	
���� ��	�(	��.�� 	��
(��� �	 	��1��!��� ����∫ β

α
f (x) dx = (β − α) f

(
α+ β

2

)
=
β − α

2
(f (α) + f (β))

����� �	 
����� ��� α 	� ���	� ��+��� ���∫ 6α2−11α

α3−6
ex

2
dx =

∫ 2π

0
ημ (3x) dx
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�0� %�3� ���&���� �� ��� �� ��������

����� �	 ���-������� �� ����

lim
x→+∞

∫ x+1

x
ln tdt

.	� (�� �� ����

lim
x→+∞

∫ x+1

x
et ln tdt

���	� �	 ���-������� �� ����

lim
x→+∞

∫ x+1

x

ημt

t
dt

���
� �	 
��
�� �����)� ��� ����� f : (0,+∞) → R �0���	 �����

• f (x) > 0 ��	 �-	 �	 x

•
∫ 3
0 f

(
1
3xu

)
du = f (x)

• f (1) = e2

����� �
� ��� ��������� ��� ����� �*��+ (�	 ��	�(	��.) ��� �����
f , �����)� ��� ����-� �+� ��	�(	��.�� 	��
(�� R ��	 ��� ����	 ��������
�� ��0�����
i) f (x) �= 0, ��	 . 
� x ∈ R�

ii) f (x) = 1− 2x2
∫ 1
0 tf

2 (xt) dt, ��	 . 
� x ∈ R�
�*��+ 	.�(� g � ��� ����� ��� ���2��	� 	�� ��� ����

g (x) =
1

f (x)
− x2

��	 . 
� x ∈ R�

�� �	 1��!��� ��� ������
f ′ (x) = −2xf2 (x)

�� �	 1��!��� ��� � ��� ����� g ���	� ��	
��)�

�� �	 1��!��� ��� � ����� ��� ��� ������ f ���	�

f (x) =
1

1 + x2

"� �	 
����� �� ���� lim
x→+∞ (xf (x) ημ2x)

����� �*��+ g : R → R (�	 �����+� 	�!���	 ��� ����� (� ����-� ��(�� ��
R�
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�������� %� +������������ /������� �0�

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 �� ��� ����� f : R → R ������

(f ◦ g) (x) ≤ x ≤ (g ◦ f) (x)

��	 �-	 �	 x ���� f = g−1�

�� /�	 �� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� ������

ϕ (sinh (x)) ≤ x ≤ sinh (ϕ (x))

��	 �-	 �	 x, ����

sinh (x) =
ex − e−x

2

���	� �� �
�,������ '&"�����

8	@9 �	 
����� ��� ϕ .	� �	 	��1��!��� ��� ���	� �����)��

8
@9 �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫ 1
0 ϕ (x) dx�

����� �*��+ � ��� �����

f (x) = x3 − 3x2 + x

.	� Cf � ��	'�.) ��� �	� ��	���

�� �	 
����� �	 1�	��)(	�	 ���� � f ���0'�� �	 .��-	 ���� �	  �+ ) ����
�	 . �+ .	� �	 ����1��������, 	� �� �����, �	 ��(��	 .	(�)� ����

�� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ��� Cf .	�
��� �'	���(0�� ��� Cf ��� 1�0����	� 	�� �� ��(��� P (2, 2)�

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �*��+ f (�	 ��	�=
(	��.) ��� ����� �����)� ��� R �0���	 ���� f (x) ≥ 2 ��	 . 
� x ∈ R�
D�+���(� �� ��� �����

g (x) = x2 − 5x+ 1−
∫ x2−5x

0
f (t) dt, x ∈ R

�� �	 	��1��!��� ���
g (−3) g (0) < 0

�� �	 	��1��!��� ��� � �!��+��

g (x) = 0

0��� (�	 (��� ��2	 ��� 1� ���(	 (−3, 0)�

����� �	 ��	-�
������ ��� ������	�∫ x+1

x
ln tdt = ln

(x+ 1)x+1

xx
− 1
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�0� %�3� ���&���� �� ��� �� ��������

����� �
� ��� ��������� ��� �����

�� D�+���(� 1�� ���	��)���� h, g �������� ��� [α, β]� �	 	��1��!��� ���

	� h (x) > g (x) ��	 . 
� x ∈ [α, β], ���� .	�
∫ β
α h (x) dx >

∫ β
α g (x) dx�

�� �����	� � �	�	�+����(� ��� R ��� ����� f , ��� �.	������� ��� ��0�����

f (x)− e−f(x) = x− 1, x ∈ R .	� f (0) = 0

8	@9 �	 �.'�	���� � f ′ +� ��� ����� ��� f �

8
@9 �	 1��!��� ��� x
2 < f (x) < xf ′ (x) ��	 . 
� x > 0�

8�@9 �� E ���	� �� �(
	1�� ��� �+���� Ω ��� ���2��	� 	�� �� ��	'�.)
�	� ��	�� ��� f , ��� ��
���� x = 0, x = 1 .	� ���  !��	 x′x �	
1��!��� ���

1

4
< E <

1

2
f (1)

����� �
� �� /�*01���&� ��� �:��# ���� +�*�'&*����".� ��

f (x) = ex
2
, g (x) =

√
lnx .	� I =

∫ 1
0 f (x) dx+

∫ e
1 g (x) dx �����

�� I = 1

�� I = e−1

�� I = e

"� I = e2

����� �	 
����� �� �����

lim
x→0

∫ x
0

t2

t4+1dt

x3

���	� �	 	��1��!��� ��� 	� � �����)� ��� ����� f : R → R ���	� �����+�
	�!���	 ���� ∫ κ+λ

2

0
f (t) dt ≤

∫ κ
0 f (t) dt+

∫ λ
0 f (t) dt

2

���
� C ��	'�.) �	� ��	�� Cf ��� ��� ������

f (x) = e−xημx, x ≥ 0

�0(��� ���  !��	 xx′ ��	  ����	 �� �-)
�� ��(��	

Mk (kπ, 0) , k = 0, 1, 2, ...

5��� ���	�  �	�� �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� ��� Cf .	� ���
xx′3

��	�� �	 
����� ��� 	��(������� ��� g (x) =
∫ x
2

t2−2t−1
(t−1)2

dt
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�������� %� +������������ /������� �0�

��	�� �����	� � ��� ����� f ����(0�� .	� �	�	�+����(� ��� [0,+∞) .	�
�0���	 ����

x+

∫ x

0
f(t)dt = (x+ 1)f(x)

��	 . 
� x�

�� �	 
��
�� � f(x)�

�� �	 
��
�� �

F (x) =

∫ x

0
f(t)dt

�� �	 
��
��� �	 ��(��	 ��()� �+� ��	'�.�� �	�	�� ��+� �+� f, F �

��	�� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �*��+ (�	 ��� �����
f ����(0�� ��� R, � ����	 0��� �����) 1������ �	� �+�� ��� R, �	����� 2��
����.� 	.���	�� ��� ��(��� x0 = 2 .	� � ��	'�.) ��� �	� ��	�� 1�0����	�
	�� �� ��(��� A(0, 1)� �� ������∫ 2

0

[
xf ′′ (x) + 3f ′ (x)

]
dx = −8

3

�	 ���-������� �� f(2)�

��	�� �	 -����� ��� �!��+��
∫ x
0 (3t− 1) dt = 1

��	�� �	 
����� �� ����

lim
α→0+

∫ α
0 ημ

√
xdx

α3

��	�� D�+���(� α < β .	� 1�� �������� ���	��)���� f .	� g (� ��1�� ����(��
�� R ��	 �0����� ���� ��	 �-	 �	 x ������

f(α − x) + f(β + x) = g(α − x) + g(β + x)

�	 	��1��!��� ���
β∫

α

f(x)dx =

β∫
α

g(x)dx

��������	 ;� �%����
∫ α−β
0

(f(α − x) + f(β + x))dx =
∫ α−β
0

(g(α − x) + g(β + x))dx

��	�� �*��+ � ��� ����� f : R → R (�

f (x) =

{
ex−1 αν x ≤ 1

1 + lnx αν x > 1

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �����)��
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�0, %�3� ���&���� �� ��� �� ��������

�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	�
∫ 2
−2 f (x) dx

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� α > 0 � �!��+�� f(x) = α 0��� -����

��	�� �*��+ ��� ����� f : R → R � ����	 ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(� .	�
� f ′′ ���	� �����)�� �*��+

I =

∫ π

0

(
f (x) + f ′′ (x)

)
ημxdx

�	 	��1��!��� ���
I = f (0) + f (π)

��		� �*��+

f(x) =

{
2x2, |x| ≤ 1
2
x , |x| > 1

�� �	 (�-��)���� +� ���� ��� ���0���	 ��� f .	� (�� �	 �	� !��� ���
��	'�.) ��� �	� ��	���

�� 8	@9 �	 �!�� ���� 	� � ��� ����� g : R → R (� g(x) = xf(x) ���	�
=,*0&%�' 1�-	1) 	� �� ����� 	��
(�� α, β 0��� ���� �	 ������
α ≤ g (x) ≤ β ��	 �-	 �	 x�

8
@9 �	 -����� ��� �!��+��

x+1∫
x

f(t)dt =
1

6

��	
� 5��0� 	�� ��� �	�	. �+ ���� ���� 	-�
�����3

�� �� f (x) ≥ g (x) ��	 . 
� x ∈ [α, β] .	� �� f, g ���	� �	�	�+����(�� ����
������ f ′ (x) ≥ g′ (x) ��	 . 
� x ∈ [α, β]�

�� �� f (x) ≥ g (x) ��	 . 
� x ∈ [α, β] .	� �� f, g ���	� �������� ���� ������∫ β
α f (x) dx ≥

∫ β
α g (x) dx�

�� �� f (x) ≥ g (x) ��	 . 
� x ∈ [α, β] .	� �� f, g ���	� �������� ���� ������∫
f (x) dx ≥

∫
g (x) dx 8��-	1) ��	 . 
� 	���.) F ��� f .	� ��	 . 
�

	���.) G ��� g ������ F (x) ≥ G (x) ��	 . 
� x ∈ [α, β]9�

"� �� f (x) ≥ g (x) ��	 . 
� x ∈ [α, β] .	� �� f, g ���	� �������� ����
�� ����� 	���.) F ��� f .	� 	���.) G ��� g ���� F (x) ≥ G (x) ��	
. 
� x ∈ [α, β]�

#� �� f (x) ≥ g (x) ��	 . 
� x ∈ [α, β] �� ����� �	 ���	 �+� f, g ��� x0
���� ������ lim

x→x0

f (x) ≥ lim
x→x0

g (x)�
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�������� %� +������������ /������� �0�

��
�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� 2����� ��	�(	��.�� 	��
(�� α, β �������∫ β

α

(
ex − eβ + exx− exα

)
dx = 0

��
�� �
� ��� ��������� ��� ����# $%�&' IV� D�+���(� �����)
��� ����� f : R → R ��� �.	������� ��� ������	�∫ x

0

(
1 + t2

)
f (t) dt = x2 +

∫ 1

0
6x

(
t2 + t

)
dt x ∈ R

�� �	 	��1��!��� ��� f (x) = 2x+5
x2+1

�� �	 
����� ��� �!��+�� ��� �'	���(0��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f
��� ��(��� ��� A (0, f (0))�

��
�� /�	 ��� �����) ��� ����� f : [α, β] → R ������
∫ β
α f (t) dt = 1� �	

	��1��!��� ��� �� ���� x ∈ [α, β] �0���� ����
∫ x
α f (t) dt =

1
2 �

��
�� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �	 
��
�� �����)�
��� ����� f ��	 ��� ����	 ������ � ��0���∫ 1

0
e1−xf(x)dx = f (x) + ex

��	 . 
� x ∈ R�

��
�� �*��+ (�	 �����)� ��	�(	��.) ��� ����� f ��	 ��� ����	 ������ f (x) >
0 ��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� β ∈ (0, 1) �������∫ β

0
f (x) dx ≥ β

∫ β

0
f (x) dx

��
�� /�	 (�	 ��� ����� f ����(0�� .	� �	�	�+����(� ��� [0,+∞) ������

x+

∫ x

0
f (t) dt = (x+ 1) f (x)

�� �	 
��
�� � f(x)�

�� �	 
��
�� � F (x) =
∫ x
0 f (t) dt�

��
�� �
� ��� /�*01���&� ��� �:��# ���� +�*�'&*����".�
�	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� �-�.-�����(�� ��� ����� f : R → R, ���� R ��
����-� �+� ��	�(	��.�� 	��
(�� .	� ��	 . 
� 2��� �� ��	�(	��.�� 	��
(��
α, β ������ ���� ∫ β

α
[f (x)− f (α+ β − x)] dx = 0

�)�� 
��� 
����$
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�������
www.nsmavrogiannis.gr

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



�0" %�3� ���&���� �� ��� �� ��������

��
�� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� �����	� � ��� �����

f (x) = 1√
1+x4

+ 4 (� x > 0

�� �	 �!�� ���� �� (�������	 ��� ��� ������ f �

�� �	 ���-������� ��

lim
x→+∞

∫ x+1

x
f (t) dt

��
	� �*��+ f (�	 �����)� ��� ����� ����(0�� ��� [α, β] .	�

g (x) =

∫ β

α
(f (t)− x)2 dt

�� �	 	��1��!��� ��� � g �����	� �- ����� ��	�

x =

∫ β
α f (t) dt

β − α

�� �	 	��1��!��� ��� g (x) > 0 ��	 . 
� x�

��

� /�	 ��� �������� ���	��)���� f, g, h ������
∫ 1
0 f (x) dx = α1,

∫ 1
0 g (x) dx =

α2,
∫ 1
0 h (x) dx = α3 ���� α1 + α2 + α3 = 1

2 � �	 	��1��!��� ��� �� ����
α ∈ (0, 1) ���� f (α) + g (α) + h (α) = α
��������	 �� *�=��%��� ��� %������%� ϕ (x) =

∫ x
0
f (t) dt+

∫ x
0
f (t) dt+

∫ x
0
f (t) dt− x2

2

����� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' (� C ��� ����� f : R →
R ���	� �	�	�+����(� .	� ������ f ′ (x) > 0 ��	 . 
� x ∈ R� �	 	��1��!��� ���
� ��� �����

F (x) =
∫ β
α f (x− t) dt, x ∈ R

���	� �	�	�+����(� .	� ��� 	� �� ���� x0 ∈ R (� F ′ (x0) = 0 ���� F (x) = 0
��	 . 
� x ∈ R�

����� �
� ��� ��������� ��� ����� �*��+ � ��� ����� f(x) = x5 +
x3 + x�

�� �	 (�-��)���� ��� f +� ���� ��� (�������	 .	� �	 .��-	 .	� �	 	��1��!=
��� ��� � f 0��� 	�������'� ��� ������

�� �	 	��1��!��� ��� f(ex) ≥ f(1 + x) ��	 . 
� x ∈ R�

�� �	 	��1��!��� ��� � �'	���(0�� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f ���
��(��� (0, 0) ���	� �  !��	� ��((����	� �+� ��	'�.�� �	�	�� ��+� ���
f .	� ��� f−1�
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"� �	 ���-������� �� �(
	1�� ��� �+���� ��� ����.-����	� 	�� �� ��	'�.)
�	� ��	�� ��� f−1, ���  !��	 �+� x .	� ��� ��
��	 (� �!��+�� x = 3�

����� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 . 
� x ≥ 0 ���	� f ′ (x) > 0 .	� F (x) =∫ x
0 f (t) dt ���� ��	 . 
� x ∈ (0,+∞) ������ 1

xF (x) < F ′ (x)�

����� /�	 ��� ��� ����� f : R → R ���	� ��+��� ��� 2f (x) + 3f (−x) =
e−x−ex

ex+e−x �

�� �	 
����� ��� ���� ��� f �

�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫
f (x) dx�

����� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��� ����� f (� ��1�� ����(�� �� R ���	� �	�	�=

+����(� ���� .	� � ��� ����� g (x) =
∫ 1
0 f (tx) dt ���	� �	�	�+����(��

����� �	 	��1��!��� ��� 	� � ��� ����� f ���	� �����)� ��� [0, 1] ���� ������∫ 1
0 f (1− x) dx =

∫ 1
0 f (x) dx�

����� �	 
����� �� ����

lim
x→1

∫ x
1 e

−t2dt

x− 1

��� �������)���� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	 ��� 	��
(��)�

����� �	 	��1��!��� ���
∫ 1
0 x

α (1− x)β dx =
∫ 1
0 x

β (1− x)α dx�

���	� �
� ��� ��������� ��� �

	# $%�&' (� �����	� � �	�	�+����(�
��� ����� f : (0,+∞) → R ��	 ��� ����	 �������

f (x) > 0, x > 0

f ′ (x) + 2xf (x) = 0, x > 0

.	� � ��	'�.) ��� �	� ��	�� 1�0����	� 	�� �� ��(��� A (1, 1)�

�� �	 1��!��� ��� � �	� �+��� ��� f ���	� �����)� ��� 	���.�� 1� ���(	
(0,+∞) .	� �	 
����� �� ��� ����� f �

�� �	 1��!��� ���

x− 1

2x2
f (x) <

∫ x

1

f (t)

2t2
dt <

x− 1

2
, x > 1

�� �	 
����� �� ��� �����

F (x) =

∫ x

1

(
1 +

1

2t2

)
f (t) dt, x > 1

���� ����
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�00 %�3� ���&���� �� ��� �� ��������

"� �	 	��1��!��� ���

2e

∫ x

1
e−t2dt < 1

��	 . 
� x (��	-����� ��� 0�	�

���
� �*��+ f : [0,+∞) → R �	�	�+����(� .	� �0���	 ����

• f ′ (x) > x ��	 . 
� x > 0

• f (0) = 0

�	 	��1���
�� ��� ��	 . 
� α > 0 ������
∫ α
0 xf

3 (x) dx ≥
(∫ α

0 xf (x) dx
)2

����� �	 	��1��!��� ��� 1�� �� ���� ��� ����� f (� �����) �	� �+�� ���
1� ���(	 [1, 4], ��	 ��� ����	 �	 ������� f ′ (x) ≥ 3, f (1) = −1 .	� f (4) = 7�

����� �� �*��+ � �����)� ��� ����� f : [0, α] → R ��	 ��� ����	 ������
f (α− x) = f (α)− f (x) ��	 �-	 �	 x� �	 	��1��!��� ���

∫ α
0 f (x) dx =

αf(α)
2 �

�� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
∫ π

4
0 ln (1 + εϕx) dx�

Pafnuty Lvovich Chebyshev
�0��  �01,

����� ) *�����'�* ��� Chebyshev� �	 	��1���
�� ��� 	� �� ���	��)=
���� f, g ���	� �������� .	� (�������� (� �� �1�� ��1�� (�������	� .	� α < β
���� �������(∫ β

α
f (x) dx

)(∫ β

α
g (x) dx

)
≤ (β − α)

∫ β

α
f (x) g (x) dx

����� �
� ��� ��������� ��� ����� �����	� � ��� ����� g (x) =
exf (x) ���� � ��� ����� f ���	� �	�	�+����(� ��� R .	� f (0) = f

(
3
2

)
= 0�

�� �	 	��1��!��� ��� �� ���� 0�	 ���- ������ ξ ∈
(
0, 32

)
�0���� ����

f ′ (ξ) = −f (ξ)�

�� * � f (x) = 2x2 − 3x �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	

I (α) =

∫ 0

α
g (x) dx, α ∈ R

�� �	 
����� �� ���� lim
α→−∞ I (α)�

����� �*��+ g (�	 �����)� ��� ����� ����(0�� ��� (0,+∞)� �	 	��1���
��
��� ��	 . 
� ξ > 0 ������∫ ξ

1

f (x) + 2x

1 + x2
dx+

∫ 1
ξ

1

f
(
1
x

)
− 2x

1 + x2
dx = 2 ln ξ

��������	 ��
 &�����
 
�
	���=�� �
� �5 �'�
�� �� *'%��� u = 1
x
�

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����
�������
www.nsmavrogiannis.gr



�������� %� +������������ /������� �01

����� �*��+ f : [α, β] → R (�	 �����)� .	� () ��	
��) ��� ������ /�=
+��2��(� ��� �� ����-� ��(�� ��� f ���	� . ���� .-����� 1� ���(	 0��+
[f (xε) , f (xμ)]�

�� �	 	��1��!��� ����

f (xε) (β − α) <

∫ β

α
f (x) dx < f (xμ) (β − α)

�� ��� ��� �������(��� ��0�� ��� ���(� ���

f (xε) <

∫ β
α f (x) dx

β − α
< f (xμ)

> ��� 	��)� 1��!�� ��� , �� ���� ξ ∈ (α, β) ����∫ β

α
f (x) dx = f (ξ) (β − α)

���1��!�� �� �1�� 	���0-��(	 �'	�(�2���	� �� 
����(	 (0��� ��()� ��	
��� �	�	�+����(� F (x) =

∫ x
α f (t) dt�

�� �� 0���� 1�� �������� ���	��)���� �.�'
���� �� (������� �	 ���������
�'	�(�2���	� �� 
����(	 (0��� ��()� ��� Cauchy��

����� �
� ��� ��������� ��� ����� �*��+ � ������� ��� ����� f :
R → R �0���	 ���� f (1) = 1� �� ��	 . 
� x ∈ R, ������

g (x) =

∫ x3

1
|z| f (t) dt− 3

∣∣∣∣z + 1

z

∣∣∣∣ (x− 1) ≥ 0 ,

���� z = α+ βi, (� α, β ∈ R∗, �����

�� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� g ���	� �	�	�+����(� ��� R .	� �	 
�����
�� g′�

�� �	 	��10�!��� ��� |z| =
∣∣z + 1

z

∣∣�
�� �� 1�1�(0�� �� ��0�� ��� ��+�)(	��� � �	 	��1��!��� ��� Re

(
z2
)
=

−1
2 �

"� �� ����-0�� f (2) = α > 0, f (3) = β .	� α > β �	 	��1��!��� ���
�� ���� x0 ∈ (2, 3) �0���� ���� f (x0) = 0�

����	� ���
��	��� 	�� �
��
� (��ii. 
��! 1 1 ��� ��	���
	� �#��
	�	�� 4 ������+�
�+�� ��
��� ��
 	� 
�#����
#
 f (xε) ��	� m ��� f (xμ) ��	� M !

�/�
���	�� )�� �����$ �����	'
� 	�� &�'�$#�	�� #+
�� 	�#$� 	�� �������'	���� ��)�
4

#��
����	� 	�� 
����)$ 9/���)')��: ��
	�	� 1!�
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�1� %�3� ���&���� �� ��� �� ��������

����� �
� ��� ��������� ��� ����� �����	� � ��� ����� f (� ����

f (x) = eλx, λ > 0

�� ���!�� ��� � f ���	� �����+� 	�!���	�

�� ���!�� ��� � �!��+�� ��� �'	���(0��� ��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f ,
� ����	 1�0����	� 	�� ��� 	��) �+� 	!��+� ���	� � y = λex
>����� ��� ������	�(0��� ��� ��(���� ��	')� M �

�� ���!�� ��� �� �(
	1�� E (λ) ��� �+����, �� ����� ����.�-����	� (��	!�
��� ��	'�.)� �	� ��	��� ��� f , ��� �'	���(0��� ��� ��� ��(��� M .	�
���  !��	 y′y, ���	�

E (λ) =
e− 2

2λ

"� 7��-������ ��

lim
λ→+∞

λ2E (λ)

2 + ημλ

���	� �
� ��� �
*�*�'
���%� ��������� ��� ����� �����	� �
�����)� ��� ����� f : R → R ��	 ��� ����	 ������

lim
x→0

f (x)− x

x2
= 2005

�� �	 1��!��� ���

8	@9 f(0) = 0

8
@9 f ′(0) = 1

�� �	 
����� �� λ ∈ R 0��� ����

lim
x→0

x2 + λ (f (x))2

2x2 + (f (x))2
= 3

�� �� ����-0�� � f ���	� �	�	�+����(� (� �����) �	� �+�� ��� R .	�
f ′(x) > f(x) ��	 . 
� x ∈ R, �	 1��!��� ����

8	@9 xf (x) > 0 ��	 . 
� x �= 0

8
@9
∫ 1
0 f (x) dx < f (1)

���
� �� �	 -����� ��� �!��+��
∫ 1
0 x (x+ t) dx = 0

�� �	 	��1��!��� ��� 	� ��	 �� �����) ��� ����� f : R → R ������∫ 1
0 f (x) g (x) dx = 0 ��	 . 
� �����) ��� ����� g : R → R ����
f (x) = 0 ��	 . 
� x�
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�������� %� +������������ /������� �1�

�� �*��+ ��� �� ��-����(� f (x) = αx2 + βx+ γ 0��� ��� �1�����	∫ 1

0
f (x) g (x) dx = 0

��	� g ���	� ����	1)���� 	�� ��� ���	��)���� 1, x, x2� ���!�� ��� f (x) =
0 ��	 . 
� x�

����� �*��+

f (x) =

[∫ x

0
e−t2dt

]2

g (x) =

∫ 1

0

e−x2(1+t2)

1 + t2
dt

�	 	��1��!��� ����

�� f ′ (x) + g′ (x) = 0, ��	 . 
� x

�� f (x) + g (x) = π
4

�� lim
x→+∞

∫ x
0 e

−t2dt =
√
π
2

����� �
� ��� ��������� ��� ����� �*��+ (�	 ��� ����� f �	�	�=
+����(� ��� R �0���	, ���� �	 ������ � ��0��

2f ′ (x) = ex−f(x)

��	 . 
� x ∈ R .	� f (0) = 0�

�� �	 1���
�� ����

f (x) = ln

(
1 + ex

2

)
�� �	 
��
�� ���

lim
x→0

∫ x
0 f (x− t) dt

ημx

�� ������	� �� ���	��)���� h (x) =
∫ x
−x t

2005 · f (t) dt .	� g (x) = x2007

2007 �
���!�� ��� h (x) = g (x) ��	 . 
� x ∈ R

"� ���!�� ��� � �!��+�� ∫ x

−x
t2005 · f (t) dt = 1

2008

0��� 	.��
�� (�	 -��� ��� (0, 1)�

���� ����
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����� �
� ��� ��������� ��� �

	# $%�&' IV� �����	� � ��� �����

h (x) = 212
(
e−4x − e−αx

)
, x ≥ 0

���� α ��	�(	��.�� 	��
(�� (��	-������ ��� "�

�� �	 1��!��� ��� lim
x→+∞h (x) = h (0) = 0�

�� �	 (�-��)���� +� ���� �	 	.���	�	 �� ��� ����� h(x)�

�� �� x1 ���	� ��2	 ��� ������ �	�	����� .	� x2 ���	� ��2	 ��� 1���0�	�
�	�	����� ��� h(x) �	 
����� �� ��0�� ��� ���10�� �	 x1, x2�

"� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	 M = 334
75

∫ ln 2
0 h (x) dx ��	� α = 8�

����� �*��+ f : [α, β] → R 1�� '��0� �	�	�+����(�, (� f ′′ �����), �0���	
���� f(x) ≥ 0 .	� �� RRISS ������ (��� ��	 x = α .	� x = β� �*��+ M (0�����
��() ��� f �

�� �	 	��1��!��� ���
∫ β
α f

′′ (x) dx ≤ 0�

�� �*��+ x0 0�	 �����1)���� ��(��� ��� (α, β) ��� (�1���2��	� � f ′ 8�0=
���	 ��(��	 �� ����� 	�� �� 
����(	 ��� Rolle9� �	 	��1��!��� ���
�� ����� ξ1 ∈ (α, x0), ξ2 ∈ (x0, β) 0��� ����

f ′ (ξ1)− f ′ (ξ2) ≥
4f (x0)

β − α

�� �	 	��1��!��� ��� �� ����� p, q (� α < p < q < β �0���	 ����

f ′ (p)− f ′ (q) ≥ 4M

β − α

"� �	 	��1��!��� ��� ∫ β

α

|f ′′ (x)|
M + f (x)

dx ≥ 2

β − α

����� �
� ��� ��������� ��� @*�����3 Baccalauréat, 1986. D�+=
���(� �	 �-�.-���(	�	�

I =

∫ π
4

0

dx

συν2x
, J =

∫ π
4

0

dx

συν4x

�� 8	@9 5��	 ���	� � �	� �+��� ��� ��� ������ �'	���(0��3

8
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�������� %� +������������ /������� �1�

�� 8	@9 �*��+ � ��� ����� f :
[
0, π4

]
→ R (� f (x) = ημx

συν3x
� ���!�� ��� �

f ���	� �	�	�+����(� ���
[
0, π4

]
.	� ��� ��	 �-	 �	 x 	�� 	��� ��

1� ���(	 ������

f ′ (x) =
3

συν4x
− 2

συν2x

8
@9 �� �� 
�)
��	 �+� �������(0�+� ���-����(�� �	 
����� (�	 ��0��
��� ���10�� �	 I, J .	� ��� ���0���	 �	 ���-������� �� J �

����� �
� ��� ��������� ��� @*�����3 Baccalauréat, 2006.

�� �*��+ � ��� ����� f (x) = x2e1−x, ����(0�� ��� R� �*��+ C � ��	'�.)
��� �	� ��	�� �� 0�	 ��
�.	����.� �����(	 	!��+� ���� � (�� 1	
(0������ ���	� �cm�

8	@9 �	 
����� �	 ���	 ��� f ��� −∞ .	� ��� +∞� 5�� ��(�������	�
��	'�. �	 ��(��� �(	�	 �	�3

8
@9 �	 	����-��)���� ��	�� � f ���	� �	�	�+����(�� >����� ��� �	� �=
+�� ��� f �

8�@9 �	 . ���� 0�	 ���	.	 (��	
�-�� ��� f .	
�� .	� �� ��	'�.) ���
�	� ��	���

�� �*��+ ν 0�	� 
���.�� 	.0�	���� �*��+ Iν =
∫ 1
0 x

νe1−xdx�

8	@9 >����� �� ��0�� ��� ���10�� �	 Iν+1, Iν �

8
@9 �	 ���-������� �� I1 .	� (�� �� I2�

8�@9 �	 ��(�������� ��	'�. ��� 	��
(� I2 �� ��0�� (� �� ��	'�.)
�	� ��	�� ��� ��+�)(	��� �9 �

�� 8	@9 �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� x ∈ [0, 1] .	� . 
� 
���.� 	.0�	�� ν
������ xν ≤ xνe1−x ≤ exν �

8
@9 �� �� 
�)
��	 ��� .�������� ��� �	��(
�-)� �	 
����� �� ���� ���
Iν ��	� �� ν ������ ��� +∞� "

����� �
� �� /�*01���&� Putnam# ����� �	 ���-������� ��∫ 1

0

ln (x+ 1)

x2 + 1
dx

��������	 x = 1−u
1+u

����� *��+ f : R → R �����)� (� f (1) = 2007 ��	 ��� ����	 ������

f (x+ y) = f (x) + f (y)

��	 �-	 �	 x, y

�8 ���	�
� ��	$ 5�	��� 
��� ������&��� ��� �� &� +��	� ��
����� �� 	� ����	$
�	�
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�1, %�3� ���&���� �� ��� �� ��������

�� �	 	��1��!��� ��� f (0) = 0�

�� �	 	��1��!��� ��� ��	 . 
� m ∈ R �������∫ x+m

x
f (t) dt = mf (x) +

∫ m

0
f (t) dt

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �	�	�+����(��

"� �	 	��1��!��� ��� ������ f ′ (x) = f ′ (0)�

#� �	 
����� ��� f �

���	� �
� ��� ��������� ��� �

�# $%�&' IV� �*��+ f ��	�=
(	��.) ��� ����� ����(0�� ��� R ��� ���	� 1�� '��0� �	�	�+����(� .	� ������
f ′′ (x) > 0 ��	 . 
� x ∈ R� �*��+ α, β ∈ R (� α < β� �	 	��1���
�� ��� �

�� f (x)− f (α) ≤ f ′ (x) (x− α) ��	 . 
� x ∈ [α, β]�

�� 2
∫ β
α f (x) dx ≤ f ′ (β) (β − α)2 + 2f (α) (β − α)

���
� �� � f ���	� ��+� ����  �.��� ���& 1��!�� ���∫ β

α
f (x) dx <

f (α) + f (β)

2
(β − α)

�	 1����� (�	 ��+(����.) ��(����	 ��	� � f �	����� (� 	�����.0� ��(0��

����� �	 
��
�� �� ��1�� ����(�� ��� ��� ������∫ (x−2)(x−4)

(x−1)(x−3)
ln (xt) dt

����� �
� ��� ��������� ��� �*��
���'&"�� ��� Berkeley#
�
��� �	 	��1���
�� ��� � ��� �����

F (k) =

∫ 1

0

1√
1− kσυν2x

dx, 0 ≤ k < 1

���	� �����+� 	�!���	�

����� �*��+ f (y) = e−x2y2 , y > 1�

�� 8	@9 ���!�� ��� |f ′ (y)| ≤ 2�

8
@9 ���!�� ��� ��	 . 
� y, y0 ������ |f (y)− f (y0)| ≤ 2 |y − y0|�

�� D�+���(� α < β� �	 	��1��!��� ��� � ��� �����

F (y) =

∫ β

α
e−x2y2dx

���	� �����)��
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�������� %� +������������ /������� �1�

����� D�+���(� ��� ��.��0���	 �+� ���	��)��+�

fk (x) = − 2

49k2
x2 +

√
1− k2

k
x , k ∈ [0, 1]

�� �	 
����� �� (0����� ��() ��� fk (x)�

�� 5��	 	�� ��� fk (x) ���(	��2�� (� ���  !��	 x′x �� (��	-����� �(
	1��3

����� �
� ��� ��������� ��� �*��
���'&"�� ��� Berkeley#
�
	�� ���2��(�

F (x) =

∫ συνx

ημx
et

2+xtdt

>����� ��� F ′ (0)�

����� �
� ��� ��������� ��� ����� �*��+ f (�	 �����)� .	� �����+�
	�!���	 ��� ����� ��� 1� ���(	 [0, 1] ��	 ��� ����	 ������ f(0) > 0� �����	�
������ ��� ����� g �����)� ��� 1� ���(	 [0, 1] ��	 ��� ����	 ������ g(x) > 0
��	 . 
� x ∈ [0, 1]� ���2��(� ��� ���	��)�����

F (x) =

∫ x

0
f (t) g (t) dt, x ∈ [0, 1]

G (x) =

∫ x

0
g (t) dt, x ∈ [0, 1]

�� �	 1���
�� ��� F (x) > 0 ��	 . 
� x ��� 1� ���(	 (0, 1]�

�� �	 	��1���
�� ����
f(x) ·G(x) > F (x)

��	 . 
� x ��� 1� ���(	 (0, 1]�
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�������
www.nsmavrogiannis.gr

���������	
 ��	��

��������	�� ��
��� �������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



�1" %�3� ���&���� �� ��� �� ��������

�� �	 	��1���
�� ��� �������

F (x)

G (x)
≤ F (1)

G (1)

��	 . 
� x ��� 1� ���(	 (0, 1]�

"� �	 
��
�� �� �����

lim
x→0+

(∫ x
0 f (t) g (t) dt

)
·
(∫ x2

0 ημ2tdt
)

(∫ x
0 g (t) dt

)
· x5

����� �
� ��� ��������� ��� ���	� �*��+ f (�	 ��� ����� �����)�
��� R ��	 ��� ����	 ������

f (x) =
(
10x3 + 3x

) ∫ 2

0
f (t) dt− 45

�� �	 	��1��!��� ���
f (x) = 20x3 + 6x− 45

�� �����	� ������ (�	 ��� ����� g 1�� '��0� �	�	�+����(� ��� R� �	
	��1��!��� ���

g′′ (x) = lim
h→0

g′ (x)− g′ (x− h)

h

�� �� ��	 �� ��� ����� f ��� ��+�)(	��� 8�9 .	� �� ��� ����� g ���
��+�)(	��� 8�9 ������ ���

lim
h→0

g (x+ h)− 2g (x) + g (x− h)

h2
= f (x) + 45

.	� g(0) = g′(0) = 1, ����

8	@9 �	 	��1��!��� ��� g(x) = x5 + x3 + x+ 1

8
@9 �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� g ���	� �=�

����� �*��+ f (�	 �����)� ��� ����� ��� 1� ���(	 [0, 2] ��	 ��� ����	 ������∫ 2

0
(t− 2) f (t) dt = 0

���2��(� ��� ���	��)����

H (x) =

∫ x

0
tf (t) dt, x ∈ [0, 2]

G (x) =

{
H(x)
x −

∫ x
0 f (t) dt, x ∈ (0, 2]

6 lim
t→0

1−√
1−t2

t2
, x = 0
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�������� %� +������������ /������� �1!

�� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� G ���	� �����)� ��� 1� ���(	 [0, 2]�

�� �	 	��1��!��� ��� � ��� ����� G ���	� �	�	�+����(� ��� 1� ���(	 (0, 2)
.	� ��� ������

G′ (x) = −H (x)

x2
, 0 < x < 2

�� �	 	��1��!��� ��� �� ���� 0�	� 	��
(�� α ∈ (0, 2) �0����� ���� �	 ������
H(α) = 0�

"� �	 	��1��!��� ��� �� ���� 0�	� 	��
(�� ξ ∈ (0, α) �0����� ���� �	 ������

α

∫ ξ

0
tf (t) dt = ξ2

∫ α

0
f (t) dt

���	� �
� ��� ��6��� $�*01���&� �
��,������3 A�0��&�3#

)��# �


� >����� �� ���� lim
x→+∞

∫ x
0

√
4+t2dt

x3 �

���
� �
� ��� ��6��� $�*01���&� �
��,������3 A�0��&�3#
)��# ����� 7��
0���(� ��� �� f, f ′ .	� f ′′ ���2���	� ��� [0, ln 2], ��� �
f ′′ ���	� �����)�, ��� f (0) = 0, f ′ (0) = 3, f (ln 2) = 6, f ′ (ln 2) = 4 .	�∫ ln 2
0 e−2xf (x) dx = 3� �	 ���-������� ��

∫ ln 2
0 e−2xf ′′ (x) dx�

����� /�	 ��� �����) ��� ����� f : R → R ��	 . 
� x �������∫ x+α

x
f (t) dt = b

���� α, β ���	� ��	�(	��.�� 	��
(�� 1� '���� ��� (�1����� �	 	��1���
�� ���
� f ���	� �����1�.)�

����� �
� ��� ��������� ��� ���� �����	� � ��� ����� f(x) = 2x +
ln(x2 + 1), x ∈ R�

�� �	 (�-��)���� +� ���� �� (�������	 �� ��� ����� f �

�� �	 -����� ��� �!��+���

2
(
x2 − 3x+ 2

)
= ln

[
(3x− 2)2 + 1

x4 + 1

]

�� �	 	��1��!��� ��� � f 0��� 1�� ��(��	 .	(�)� .	� ��� �� �'	���(���� ���
��	'�.)� �	� ��	��� ��� f ��	 ��(��	 .	(�)� ��� �0(����	� �� ��(���
���  !��	 y′y�

"� �	 ���-������� �� �-�.-)�+(	
1∫

−1

xf(x)dx

���� ����
�������
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����� �
� ��� ��������� ��� ���� �����	� � �����)� ��� ����� f :
R → R � ����	 ��	 . 
� x ∈ R �.	������� ��� ��0�����

• f(x) �= x

• f(x)− x = 3 +
x∫
0

t
f(t)−tdt

�� �	 	��1��!��� ��� � f ���	� �	�	�+����(� ��� R (� �	� �+��

f ′(x) =
f(x)

f(x)− x
, x ∈ R

�� �	 	��1��!��� ��� � ��� �����,

g(x) = (f(x))2 − 2xf(x)

x ∈ R, ���	� ��	
��)�

�� �	 	��1��!��� ���

f(x) = x+
√
x2 + 9,x ∈ R

"� �	 	��1��!��� ���

x+1∫
x

f(t)dt <

x+2∫
x+1

f(t)dt, x ∈ mathbbR

����� 7��
0���(� ��� � ��� ����� f ���	� ����(0�� ��� R .	� 1�� '��0�
�	�	�+����(�� �	 
��
�� � 1������ �	� �+��� ��� ��� ������

F (x) =

∫ x+1

x

(∫ y

x
f(z)dz

)
dy
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�� 9�E: 0

9/E: 0

9�E: 7
108

9&E: 3
152

9�E: 0

9FE: 0

9>E: 0

9�E: −∞
9*E: +∞
9�E: ∗

9��E: e+2
e3−e2+e+3

9�/E: 2
3

��� �� 2

�� 8

�� 8

,� 14

�� 14

"� y2 + 3y + 4

!� 22

0� 22

1� y2 + 5y + 8

��� 4

��� p = 3, q = −7
2

��	 C�� �
 ���

�� ��

�� �0

�� +∞

,� +∞

�� �

"� �

!� �

0� 3
√
m2 + 1

C�� �
 ���

�� α = 0( α = 4
3

�� α = − 1
2
− 1

2

√
17( α = 3

��
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��� −4
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��"



�� +∞

�� 1

�� −∞

,� 1

�� 1

"� −∞

!� +∞

0� +∞

1� +∞

��� +∞

��� �� +∞

�� +∞

�� −∞

,� −∞

�� 1

"� 2
5

!� 0

0� 1
2

1� +∞

��� 0

��� �

��� 2a

��� λ = 3, μ = 1

��� x = 1

��� 1

��� 1

��� 9
2

��� −1

��	 f (x) = 2x− 4, α = −2, β = 2

��
 1
3

��� �� lim
x→+∞

(μ−1)x3+4x+1
μx2+1

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

+∞ , μ < 0
−∞ , 0 ≤ μ < 1
0 , μ = 1

+∞ , μ > 1

�� lim
x→1

(μ−1)x3+4x+1

μx2+1
=

{
μ+4
μ+1

, μ �= −1
∗ , μ = −1

�� lim
x→+∞

(√
x2 + 2x− 3 + μx

)
=

⎧⎨
⎩

−∞ , μ < −1
1 , μ = −1

+∞ , μ > −1
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9�E: 15

9/E: 18

9�E: +∞
9&E: +∞

9�E: �

9FE: �

9>E: �

�� 9�E: 2�� �$������

9/E: α = −2 	�� α = 10
7

���

lim
x→−∞

(√
x2 + 1 + μx

)
=

⎧⎨
⎩

+∞ μ < 1
0 μ = 1

−∞ μ > 1

��� 9�: 1 9�: 1
2

��� +∞

��� �� Df = (−∞, α] ∪ [β,+∞)

�� 9�E: −α+β
2

9/E: +∞
9�E: −α

9&E: −β

9�E: ∗

9FE: lim
x→|β|

f (x) =

{√
2β (α+ β) + β , β < 0

−β β ≥ 0

9>E: +∞
9�E: 1

2
|α+ β|

��� �� lim
x→0

f (x) = 0

�� �� 	�*� &��%���� (0, h) �� h > 0 $���'�
���� &��%������ ��� �
�.��(
1

2κπ
, 1
(2κ+1)π

)
,
(

1
(2κ+1)π

, 1
(2κ+2)π

)
,
(

1
(2κ+2)π

, 1
(2κ+3)π

)
�� κ ∈ N∗� ��
 $�+�
 &��%�� 

�� � f $�-���� *���	'� ���'�( %�
 &�����
 ������	'� 	�� %�
 ��-�
 *���	'�� 5#�� &�� �-���
�
�
�
���

��� #� �$����%��� Gλ = 1H )���%	�.*�-�� �
� @ �$����%� �-��� G&�� �$����� ���� �
� λH

��	 +∞

��
  �

��� 9�: 5A��� C�� $���&����� �� f (x) = εϕx 	�� σ1 = −π
2
( σ2 = π

2
�-��� lim

x→σ2
d (x) = +∞ �=�-�

�� �-��� σ2 = +∞�

��� t = 1 � t = 2

��� α = 1( β = − 1
2

���

��$
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ν(ν+1)(ν+2)...(ν+k−1)

1·2·3·...·k �� ν
μ
α

ν−μ
νμ �� μ2−νμ+ν2

μ2+νμ+ν2

��� �
�
 %��� $��-$�=%� 9�:

��	 
�������	

�� 5

�� 6

�� 0

,� 6

��
√
3

"� 3

!� 7

0� 5

��
 �� 3
4

�� 31
6

�� 9

�	� �� ���

�� ���

�� ���

,� 5A��

�� ���

"� ���

�	� �� α = 2

�� 2�� �$������

�� α = 6

,� 2�� �$������

�	� 5A����

�	� �� %������

�� �%������

�	� �� ��

�� �0

�� �

�		 α = 4, β = 5
3

�	
 α = −3

�
� �� 2�� �-��� %������ &�
�� �-��� �%������ %�
 x0 = 0� @ ���.�	� ��� $���%��%� �-���8
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�
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�� �

�
� 5A��� #� ���� %������ �
�� *� �-���� �
 ��
$
 %��$'��%��8 lim
x→x0

f(x)
g(x)

= f(x0)
s

∈ R�

�
� ��� &�
�� |ϕ (x)| = ∣∣x2ημ 1
x

∣∣ = ∣∣x2
∣∣ ∣∣ημ 1

x

∣∣ ≤ x2 	�� �$
�'�=� −x2 ≤ ϕ (x) ≤ x2 ��� 
�� ��

x� 5#��( �$
 �
 	������
 ��� $����/
��� '�
��� lim
x→0

ϕ (x) = 0 = ϕ (0)�

�
� f (x) =

{−1 x < 0
1 x ≥ 0

	�� g (x) =

{
3 x < 0
1 x ≥ 0

��� 5A��� C�� $���&����� �� $����� ��� %������%��� g (x) = 0 	�� f (x) =

{
x− 1 x < 0
x+ 1 x ≥ 0

��� �� lim
x→5−

f (x) = 1( lim
x→5+

f (x) = α2 + β2 + 2α + 2

�� α = −1, β = 0

�� lim
x→+∞ f (x) = +∞

��� 5A���

��	 A� ���.�	'� $���%��%��� �=� f, g �-���8

�

(

�

<
 %��
�
 ���+� ��� g �-��� �
 {0} ∪ [1, 2) ∪ [4, 6)�

��� @ f %�
 (−2, 2) �-��� ������	��

��� 5A�� 5A�� 5A���

��� 
�������	 [4, 8]( [4, 25]( [1, 16](
[
1
2
,
√

3
2

]
( [0, 2)( [ 1

3
, 1
2
)([1,+∞)�
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��� 9�5: ��� 9/5: 5A��

��� �� f (x) = − 1
2
+ 1

2

√
4x2 + 4x+ 5 � f (x) = − 1

2
− 1

2

√
4x2 + 4x+ 5

�� �-���

f (x) =

⎧⎨
⎩

− 1
2
+ 1

2

√
4x2 + 4x+ 5 x < 0
c x = 0

− 1
2
− 1

2

√
4x2 + 4x+ 5 x > 0

�

f (x) =

⎧⎨
⎩

− 1
2
− 1

2

√
4x2 + 4x+ 5 x < 0
c x = 0

− 1
2
+ 1

2

√
4x2 + 4x+ 5 x > 0

�

f (x) =

{− 1
2
− 1

2

√
4x2 + 4x+ 5 x �= 0
c x = 0

�

f (x) =

{− 1
2
+ 1

2

√
4x2 + 4x+ 5 x �= 0
c x = 0

��	 9,: @ %��*��� f (x) = 0( � %��*��� f (x) = 1 	�� 
� �	*���	'� f (x) = αx, a > 0, α �= 1

��� @ �$����%� �-��� ���� #� 
�
��%
��� ��� %���
�-� # 	�� ? �
� $�+�
 	�� �
� &�����
 $�-	��
����%�
-�=�� A # *� 	���� � 	���%��� 	�� 
 ? �'%%����� &���&� �
� ��������
 �
�
 &�� �
� '��� 
 ?
���� 
 #� ;� $�'$�� &� �� %��$���=*
�� � %������%�'� $
� ����%�
��
�� %� 
�
�� $������� ��)��
	�� , %������%�'� $
� ����%�
��
�� %� 
�
�� ������ ��)��� #� &
��� �-� %�������	� $
� �$
��- ��

&���%�� �
� ? %� �-	��

�� A ? �$
��- �� .�
��-%�� +%�� 	��� ��� � $�+��� 	���%��� �
� �� %����+��� 
%
�� $���%
��� 

�� %������%�'� ������ ��)�� �$
��-� #��
 *� '��� %�� �$
�'��%�� ���� ��� ,� 	-��%� �
�
# �� '�
�� �$
��-��� ��� %��$���=%� &�
 %������%�'� �	 �=� 
$
-=� �
!��&
��� 
 '���
*� �-��� $������� ��)�� 2ν + 1�

�� #� $
��� �
�$
� 
�� �
 $
��+���
 '��� &���
�.=*�- =� �)��8 f (x) = g(x) + ∗xμ +
∗x2ν+1 
$
� g(x) �-��� �
 $
��+���
 $
� �$���->���� �$
 �
�� %������%�'� $
� '�
��
�&� %��$���=*�-� ��
�
� �
� ? �-��� �� &+%�� �'�
�� ���� β %�
 %������%�� �
� xμ +%��

$
�� ���� α 	�� �� �$��')�� 
 A ��� �
� %������%�� �
� x2ν+1 �� �%����8

pf (t1) + qf (t2)

��� 	�$
�
�� ���*�
�� p, q, t1, t2 �� �
�� p, q �� �-��� *���	
��� <
�� �
 $
��+���
 f(x) *�
'��� �-� �
�����%�
� �->��

�� #� &
��� $=� �$
��- �� �-��� � �$��
�� �
� β8 ;� �-��� f (x) = g (x) + βxμ + αx2ν+1 	��

 ? *'��� pf (t1) + qf (t2) = 0 &���&� 9	��
���� ��� $��)���:

β = −
pg (t1) + qg (t2) + α

(
pt2ν+1

1 + qt2ν+1
2

)

pt
μ
1 + qt

μ
2

��'$�� /'/��� �� �-��� ptμ1 + qtμ2 �= 0� ��'$�� �	
�� � ���� �
� β �� ��� �)������� �$
 ���

���� �
� α 9$
� 
 ? ��� ���
�-:� C����
 $�'$�� �� �-��� pt2ν+1
1 + qt2ν+1

2 = 0� ���
6->
����
�
�$
� $�'$�� 
 ? �� �$��')�� ���*�
�� p, q, t1, t2, β +%��8

9�E: p, q > 0

9/E: ptμ1 + qtμ2 �= 0

9�E: pt2ν+1
1 + qt2ν+1

2 = 0

9&E: β = − pg(t1)+qg(t2)

pt
μ
1+qt

μ
2

��H



A� �$��
�'� �=� p, q, t1, t2 �$
�
�� �� �-�
�� 	��� $
��
�� ��
$
�� 9/�'��� ����	
��: 	��
/'/��� � �$��
�� �
� β �-��� ���� ���
�����

��� 5A�� 	��5 ����	���

��� 9�: +∞ 9�: �

��� � 	�� ��

��	 �-��� Df = R−{α} 	�� �
 Df◦f �$
����-��� �$
 �� x �= α ��� �� 
$
-� �-��� f (x) �= α ����	�

�� x �= α,
α(1+α)
α−1

9A� &�
 ���'� ���'� %��$-$�
�� �� α = 0 � �-��� (f ◦ f) (x) =
(1+α)x+α−α2

(1−α)x+α+α2

<
 Df◦f◦f �$
����-��� �$
 �� x �= α,
α(1+α)
α−1

��� �� 
$
-� (f ◦ f) (x) �= α &���&� ����	� �$


�� x �= α, α(1+α)
α−1

,
α(α2+2α−1)

α2+1
� 9@ ��-�� ���� $
� �)���
��� &���&� �

α(α2+2α−1)
α2+1

%��$-$��� ��

	�$
�� �$
 ��� $�
��
������ �
�
 �� α = 0:� �-��� &� (f ◦ f ◦ f) (x) =
(1+2α−α2)x+α+α3

(1+α2)x+α−2α2−α3

��� 5A���

���

lim
x→−∞

(√
x2 + 1 + μx

)
=

⎧⎨
⎩

+∞ μ < 1
0 μ = 1

−∞ μ > 1

��� a < −1 � 3 < a

��� �

��� λ = 0

��� 9�: Df = (−∞, 1) ∪ (1, 2) ∪ (2,+∞) 9�: C�� �� σ ∈ (−∞,1) ∪ (1,+∞)

��� �� +∞

�� ��&-
 
��%�
�8 (−∞,−2)∪(−2, 1)∪(1,+∞)� �-��� lim
x→−2+

x3−x2+x−1
x2+x−2

= +∞ 	�� lim
x→−2−

x3−x2+x−1
x2+x−2

=

−∞( �$
�'�=� �
 
��
 ��� %������%�� %�
  &�� �$������

��� <
 ��*
� /�-%	���� %�
 %���-
 $
� ���.
��� lim
x→+∞

(
1
x

) (√
x2 + 1− x

)
= 0

(√
x2 + 1− x

)
�

2� �$
�
��� �� ����	�*�%�
��� �� 
��� �������	��

��� �-��� ���%-=� .*-�
�%��

��� 2
3

��	 [2, 3]
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�	� f (7) = − 43
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�	
 �� *'%��� f (x) = y� ���
���� ��� �)-%=%� $
� $�
	�$��� *� /��-�� 
�� ��� 
���� x *� �-���

y = − 1
3
x � y = − 1

2
x� 7��
$��( �)�
$
�+���� �� %��'���� ��� f &�-)�� 
�� � f (x) = − 1

2
x ��� ���

�� x �-�� 
�� f (x) = − 1
3
x ��� ��� �� x�

�
� 9�: f (x) = 0( f (x) =
4
√
kx3

��� π
4

��� f (f (0)) = 1
2
( f (1) = 1�

��� g (t) =

{
t2 , t < − 1

2
(t+ 1)2 , t ≥ − 1

2

( %�������

��� 5A��� C�� $���&����� �� x0 = 0 � %������%� f (x) =

{ |x| , x �= 0
1 , x = 0

'��� ���� ���

�&�
���� ���� %�
 x0 = 0 �-��� �%�������

��� �� f ′(1) = 1
4

�� f ′ (π
4

)
= 1 + 1

2

√
2

�� f ′ (e2) = 3

,� f ′ (1) = 3
√

2
4

�� f ′(1) = 1

"� f ′ (0) = 1

��	 �� f ′ (x) = 2x√
(x2+1)

3√
x2−1

�� f ′ (x) = (ex lnx+1)(1−x)
(1+x lnx)2

�� f ′ (x) = 4e2x

(e2x+1)2

,� f ′ (x) = −2
(x+1)(−1+x)

��
 �� f ′ (x) = 3αx2 + 2βx+ γ

�� f ′ (x) = −βx
α
√
α−x2

�� f ′ (x) = βx

α
√
x2−α2

,� f ′ (x) = 3x2 − 2 (α+ β + γ) x+ αβ + βγ + γα

��� �� f ′ (x) = (ex lnx+1)(x−1)

(1+x lnx)2

�� g′ (x) = 1 + 2
|x2−x|
x2−x x− |x2−x|

x2−x ( x �= 0, 1

��� �

��� �� y = (1 + e)x

���



�� y = 3x− 2

�� y = −2x+ 7

,� y = −x+ π
2
+ 1

��	 5A��

��
 M
(
2, 8

3

)
( N

(
3, 7

2

)
�

��� �� y =
(
2
√
2− 2

)
x− 3 + 2

√
2(

y =
(
−2

√
2− 2

)
x− 3− 2

√
2

�� y =
(
−3 + 2

√
2
)
x+ 4− 2

√
2(

y =
(
−3− 2

√
2
)
x+ 4 + 2

√
2

�� y = −3x+ 4

,� y = 3
2
x+ 1

2

��� κ = 3, λ = −2

��� α = 2

��� y = x− 1

��	

��
 α = − 1
2
, β = 4

3

��� �

��� f (1) = 2

��� y = x− 2

��� y = 6x− 2

��� p = e2+6e+1
2e2+4e+6

��	 ��
 � &�� �$������ ��
  � �$����� 	�� �-��� f ′ (−1) = −5�

��
 f ′ (0) = 2

��� �1

��� g′ (x) = π
180

συν πx
180

��� α = 4
3
, β = 2

3

���



��� d′ (x) = 13x−2

3
√

13x2−4x+1

��� α = ±1

��
 @ �)-%=%� f (x) = g (x) '��� ��%� ��� x =
√
e� ��
 %���-
 P

(√
e, 1

2

)

� Cf , Cg '�
�� 	
���

�.�$
�'�� ��� y = 1√
e
x− 1

2
�

��� f ′ (x) =
{
2xημ 1

x
− συν 1

x
+ 2x x �= 0

0 x = 0

��� �� @ f (x) = |x| $����=�->���� $���
� �	�
� �$
 �
 x0 = 0�

�� @ g (x) = |x|+ |x− 1| $����=�->���� $���
� �	�
� �$
 �� x0 = 0, 1�

�� @ h (x) = |ημx| $����=�->���� $���
� �	�
� �$
 �� x0 = κπ, κ ∈ Z�

��� B$���
�� �$����� $���/
�'� $
� �-��� ��� �
�.�� f (x) = α
(
x2 − 2x+ 1

)
+ 3x + 2 
$
�

α ∈ R∗

��� f (x) = |x| 	�� g (x) = 2− |x|�

��� B$����� �-� �.�$�
�'�� � y = 4x− 3 $
� �.�$����� %��� Cf %�
 %���-
 �� ������'��  � 	��

%��� Cg %�
 %���-
 �� ������'�� �

��
 9�: κ = −4ν + 2( λ = 4ν − 8

��� ��� %���-� A
(
π
8
,
√
2− 1

)
(B

(
5π
8
,−√

2− 1
)
( Γ

(
9π
8
,
√
2− 1

)
( Δ

(
13π
8

,−√
2− 1

)

��� f ′ (0) = 10

��� y = 6x− 2

��� α = 0, β = −1, γ = −1

��� 9�: f (−1) = g (−1) = 0

��
 325

��� α = 1 � α = 1
2
+ 1

2

√
21 � α = 1

2
− 1

2

√
21

��� 5A���

��� �

��� 9�:2�� �-��� %������ %�
 �

��	 �( �( �

�	� 9�: − 1
2
( 9�: − 3

2x2

���



�	� α

�		 f ′′ (2) = 42

�	
 x0 = 0, y0 ≤ 0

�
� y = −3x− 4

�
�
(
f ′ (ημ2x

)− f ′ (συν2x)) ημ2x�

�
� νxν+1−νxν−xν+1
(x−1)2

�
� y = kex

�
� κ = 3, λ = −1, μ = 2

�

 �� dy
dx

= − 2
3

�� dy
dx

= − 3
x2

�� dy
dx

= −x√
4−x2

,� dy
dx

= ex

ex−1

�� dy
dx

= − e
x2

"� dy
dx

= −2x

(x2+1)
√
(x2+1)(1−x2)

��� �� d′ (t) = 5( E′ (t) = 12t

�� d′ (t) = x′(t)x(t)+y′(t)y(t)√
x2(t)+y2(t)

( E (t) = 1
2
(x′ (t) y (t) + x (t) y′ (t))

��� �� x′(t)x(t) + y′ (t) y (t) = 0

�� x′(t) + y′ (t) = 0

�� x′(t)ex(t) + y′ (t) ey(t) = 0

��� #� υ1, υ2 �-��� 
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