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΄Ολοι οι αριθμοί αν δεν αναφέρεται κάτι άλλο θεωρούνται πραγματικοί. Ο ν είναι θετικός ακέραιος.
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1. (α ± β)2 = α2 ± 2αβ + β2

2. (α ± β)3 = α3 ± 3α2β + 3αβ2 ± β3

3. α3 ± β3 = (α ± β)
(
α2 ∓ αβ + β2

)

4. (α + β + γ)2 = α2 + β2 + γ2 + 2αβ + 2βγ + 2γα

5. αν − βν = (α − β)
(
αν−1 + αν−2β + · · · + αβν−2 + βν−1

)

6. α3 + β3 + γ3 − 3αβγ =

= (α + β + γ)
(
α2 + β2 + γ2 − αβ − βγ − γα

)
=

= 1
2

(α + β + γ)
(
(α − β)2 + (β − γ)2 + (γ − α)2

)

7. α3 + β3 + γ3 = 3αβγ ⇔
⎧⎨
⎩

α = β = γ
η′

α + β + γ = 0

⎫⎬
⎭

8. (x − α)2 + (y − β)2 + (z − γ)2 = 0 ⇔
⎧⎨
⎩

x = α
y = β
z = γ

9. α2 + β2 ≥ ±2αβ

10. α2 ± αβ + β2 ≥ 0

11. (1 + α)ν
> 1 + να, −1 < α �= 0, ν ≥ 2

12. α2ν+1 < β2ν+1 ⇔ α < β
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1. x = ν
√

α ⇔
⎧⎨
⎩

α ≥ 0
x ≥ 0
xν = α

2. ν
√

αν = α, ν
√

αν = |α|
3. Αν α, β ≥ 0 τότε ν

√
αβ = ν

√
α ν
√

β

4. Αν α ≥ 0, β > 0 τότε ν

√
α
β =

ν
√

α
ν
√

β
,

5. Αν α ≥ 0, β > 0 τότε
ν
√

αμ = ν
√

αμ, ν
√

μ
√

α = νμ
√

α, νλ
√

αμλ = ν
√

αμ

6. Αν α > 0 τότε α
μ
ν = ν

√
αμ = ν

√
αμ

7. Αν α > 0, α �= 1 τότε
αx1αx2 = αx1+x2 , αx1

αx2 = αx1−x2 , (αx1)
x2

= αx1x2

8. Αν α, β > 0 τότε (αβ)x = αxβx,
(

α
β

)x

= αx

βx

9. Αν α > 0 , α �= 1 τότε αx1 = αx2 ⇔ x1 = x2

10. Αν α > 1 τότε αx1 < αx2 ⇔ x1 < x2

11. Αν α < 1 τότε αx1 < αx2 ⇔ x1 > x2

12. logα x = y ⇔
⎧⎨
⎩

α > 0, α �= 1
x > 0
αy = x

13. log x = log10 x, ln x = loge x

14. logα x = ln x
ln α

15. Αν α > 0, α �= 1 τότε x1 = x2 ⇔ logα x1 = logα x2

16. Αν α > 1 τότε x1 < x2 ⇔ logα x1 < logα x2

17. Αν 0 < α < 1 τότε x1 < x2 ⇔ logα x1 > logα x2

18. x1 = x2 ⇔ ln x1 = ln x2

19. x1 < x2 ⇔ ln x1 < ln x2

20. 0 < x < 1 ⇔ ln x < 0
x > 1 ⇔ ln x > 0
x = 1 ⇔ ln x = 0

21. Αν x1, x2 > 0, α > 0, α �= 1 τότε
logα (x1x2) = logα x1 + logα x2

logα

(
x1
x2

)
= logα x1 − logα x2

logα xk
1 = k logα x1

22. Αν x1, x2 > 0 τότε
ln (x1x2) = lnx1 + lnx2

ln x1
x2

= ln x1 − ln x2

ln xk
1 = k ln x1
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1. |α| =
{−α α < 0

α α ≥ 0

2. |α| = α ⇔ α ≥ 0

3. |α| = −α ⇔ α ≤ 0

4. |x| = |α| ⇔ x = ±α

5. − |α| ≤ α ≤ |α|
6. |αβ| = |α| |β|

7.
∣∣∣α
β

∣∣∣ = |α|
|β|

8. |αν | = |α|ν

9. |α|2ν = α2ν

10. ||α| − |β|| ≤ |α ± β| ≤ |α| + |β|

11. |α + β| = |α| + |β| ⇔ αβ ≥ 0
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1.

∣∣∣∣ α β
γ δ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣α γ
β δ

∣∣∣∣ = αδ − βγ

2. ΄Εστω το σύστημα

α1x + β1y = γ1

α2x + β2y = γ2

}
(Σ)

όπου κάποιος από τους α1, β1, α2, β2 είναι διάφορος του 0.

΄Εστω D =
∣∣∣∣α1 β1

α2 β2

∣∣∣∣, Dx =
∣∣∣∣ γ1 β1

γ2 β2

∣∣∣∣, Dy =
∣∣∣∣ α1 γ1

α2 γ2

∣∣∣∣.

Τότε:

(αʹ) Αν D �= 0 το (Σ) έχει μία μόνο λύση (x, y) με

x =
Dx

D
, y =

Dy

D

(βʹ) Αν D = 0 και κάποιος από τους Dx, Dy είναι διάφορος
του μηδενός το (Σ) είναι αδύνατο.

(γʹ) Αν D = Dx = Dy = 0 τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις
(x, y).
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΄Εστω η συνάρτηση f (x) = αx2 + βx + γ, α �= 0, Δ =
β2 − 4αγ.

1. Πρόσημο-Ρίζες

(αʹ) Αν Δ > 0 τότε η f έχει δύο άνισες ρίζες ρ1,2 =
−β±√

Δ
2α . ΄Οταν το x είναι εκτός των ριζών η f(x)

είναι ομόσημη του α ενώ όταν είναι μεταξύ των ριζών
είναι ετερόσημη του α.

(βʹ) Αν Δ = 0 τότε η f έχει μία διπλή ρίζα ρ = −β
2α . ΄Ο-

ταν το x είναι διάφορο της διπλής ρίζας η f(x) είναι
ομόσημη του α

(γʹ) Αν Δ < 0 η f εν έχει ρίζες και είναι ομόσημη του α
για όλες τις πραγματικές τιμές του x

2. Μέγιστα-Ελάχιστα

(αʹ) Αν α > 0 η f έχει ελάχιστη τιμή την − Δ
4α για x = −β

2α .

(βʹ) Αν α < 0 η f έχει μέγιστη τιμή την − Δ
4α για x = −β

2α .

3. Σχέσεις του Vieta

(αʹ) Αν είναι Δ ≥ 0 τότε το άθροισμα και το γινόμενο των
ριζών της f είναι S = ρ1 + ρ2 = − β

α , P = ρ1ρ2 = γ
α

(βʹ) Αν δύο αριθμοί έχουν άθροισμα S και γινόμενο P τότε
είναι ρίζες της εξίσωσης x2 − Sx + P = 0.
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1.

0 π
6

π
4

π
3

π
2

ημ 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

συν 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0

εϕ 0
√

3
3 1

√
3 *

σϕ *
√

3 1
√

3
3 0

2. ημx2 + συνx2 = 1

3. εφx · σϕx = 1 εφx = ημx
συνx σφx = συνx

ημx

4. συν2x = 1
1+εφ2x ημx2 = εφ2x

1+εφ2x

5. συν (−x) = συνx ημ (−x) = −ημx

εϕ (−x) = −εϕx σϕ (−x) = −σϕx

6. συν (π − x) = −συνx ημ (π − x) = ημx

εϕ (π − x) = −εϕx σϕ (π − x) = −σϕx

7. συν (π + x) = −συνx ημ (π + x) = −ημx

εϕ (π + x) = εϕx σϕ (π + x) = σϕx

8. συν
(

π
2 − x

)
= ημx ημ

(
π
2 − x

)
= συνx

εϕ
(

π
2 − x

)
= σϕx σϕ

(
π
2 − x

)
= εϕx

9. συν (α ± β) = συνασυνβ ∓ ημαημβ

ημ (α ± β) = ημασυνβ ± ημβσυνα

εϕ (α ± β) = εϕα±εϕβ
1∓εϕα·εϕβ

10. ημ2α = 2ημασυνα

συν2α = συν2α − ημ2α = 2συν2α − 1 = 1 − 2ημ2α

11. εϕ2α = 2εϕα
1−εϕ2α ημ2α = 2εϕα

1+εϕ2α συν2α = 1−εϕ2α
1+εϕ2α

12. συν2α = 1+συν2α
2 ημ2α = 1−συν2α

2

13. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν

α2 = β2 + γ2 − 2βγσυνA ������ ��	 
�	��
��	�	�

α
ημA = 2R ������ ��	 ��
��	�	� R � ����	� ��� ���
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1. xν = α

ν άρτιος ν περιττός
α ≥ 0 x = ± ν

√
α x = ν

√
α

α < 0 αδύνατη x = − ν
√−α

2. |x| = α

α ≥ 0 α < 0
x = ±α αδύνατη

3. ημx = α

|α| ≤ 1, α = ημθ |α| > 1
x = θ + 2kπ, k ∈ Z, x = π − θ + 2kπ, k ∈ Z αδύνατη

4. συνx = α

|α| ≤ 1, α = συνθ |α| > 1
x = θ + 2kπ, k ∈ Z, x = −θ + 2kπ, k ∈ Z αδύνατη

5. εϕx = α, α = εϕθ

x = θ + kπ, k ∈ Z

6. αx = β, α > 0

α > 0 α ≤ 0
x = lnβ

ln α αδύνατη

7. ln x = α

x = eα
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1. Το εμβαδόν E τριγώνου ΑΒΓ είναι

E =
1
2
αυα =

1
2
βγημA =

=
√

τ (τ − α) (τ − β) (τ − γ) =
1
2
|D|

όπου D = det
(−−→
AB,

−→
AΓ

)
και τ = α+β+γ

2 .

Αν το τρίγωνο είναι ισόπλευρο πλευράς α τότε E = α2√3
4 .

2. Το εμβαδόν παραλληλογράμμου είναι βάση×ύψος του τε-

3



δ1, δ2 είναι δ1δ2
2 . Το εμβαδόν τραπεζίου με βάσεις B, β και

ύψος υ είναι B+β
2 υ.

3. Το εμβαδόν κύκλου ακτίνας ρ είναι πρ2 (το μήκος του είναι
2πρ). Για το εμβαδόν τομέα και το μήκος τόξου γωνίας ϕ

μήκος τόξου εμβαδόν τομέα

γωνία φ σε ακτίνια ρϕ ρ2ϕ
2

γωνία φ σε μοίρες πρϕ
180

πρ2ϕ
360

����������	 
����	 ������
��
� ��	

� �����
������������	 
����	 ������
��
� ��	

� �����
�

0 #�����������	

Εστω τα σημεία A(x1, y1), B (x2, y2), Γ (x3, y3).

1. Η απόσταση των Α, Β είναι

d =
√

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2

2. Το μέσο του τμήματος ΑΒ είναι το M
(

x1+x2
2 , y1+y2

2

)
3. Ο συντελεστής διευθύνσεως του

−−→
AB καθώς και της ευθείας

ΑΒ (εφ’οσον x1 �= x2) είναι λ = y2−y1
x2−x1

4. Εστω D =
∣∣∣∣x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣

(αʹ) Τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά αν και μόνο αν D = 0.

(βʹ) Αν D �= 0 τότε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι
1
2 |D|.
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Αν
→
α = (x1, y1),

→
β = (x2, y2) τότε:

1. Το άθροισμα-διαφορά τους είναι

→
α ±

→
β = (x1 ± x2, y1 ± y2)

2. Ο γραμμικός συνδυασμός τους κ
→
α +λ

→
β είναι

κ
→
α +λ

→
β = (κx1 + λx2, κy1 + λ y2)

3. Το εσωτερικό γινόμενο τους είναι

→
α ·

→
β = x1x2 + y1 y2 = |→α ||

→
β |συν

(
→
α,

→
β

)

4. Το μέτρο του
→
α είναι |�α| =

√
�α · �α =

√
x2

1 + y2
1

5. Ισχύει

||→α | − |
→
β || ≤ |→α ±

→
β | ≤ |→α | + |

→
β |

α
β→

→

+
α β
→ →
−

α
→

β
→

6.
∣∣∣�α + �β

∣∣∣ = |�α| +
∣∣∣�β

∣∣∣ ⇔ �α · �β = |�α|
∣∣∣�β

∣∣∣ ⇔ �α ↗↗ �β

7.
→
α //

→
β ⇔

∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ = 0 ⇔(εφ’οσον ορίζονται οι συντελε-

στές διευθύνσεως) λ→
α

= λ→
β

8.
→
α ⊥

→
β ⇔ �α · �β = 0 ⇔ x1x2 + y1y2 = 0 ⇔(εφ’οσον

ορίζονται οι συντελεστές διευθύνσεως) λ→
α
λ→

β
= −1
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1. Η γενική εξίσωση ευθείας είναι η Ax + By + Γ = 0 με
|A| + |B| �= 0 . Αν B �= 0 η ευθεία έχει συντελεστή διευ-
θύνσεως λ = −A

B = εϕω όπου ω είναι η γωνία που σχηματίζει
ο άξονας x′x με την ευθεία.

ω
x’ x

ω
x’ x

2. Η απόσταση του σημείου M (x0, y0) από την ευθεία Ax+By+
Γ = 0 είναι d = |Ax0+By0+Γ|√

A2+B2 .

3. Μια ευθεία με συντελεστή διευθύνσεως α έχει εξίσωση της
μορφής y = αx+β. Οι y = α1x+β1, y = α2x+β2 τέμνονται
αν και μόνο αν α1 �= α2 και είναι κάθετες αν α1α2 = −1. Αν
α1 = α2 = λ οι ευθείες έχουν την ίδια διεύθυνση και απόσταση
|β1−β2|√

1+λ2 και αν επιπλέον β1 = β2 τότε συμπίπτουν.

4. Ο κύκλος με κέντρο το K (x0, y0) και ακτίνα ρ έχει εξίσωση
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των αξόνων τότε η κύκλος γράφεται x2+y2 = ρ2 και η εφαπτο-
μένη του σε τυχόν σημείο του P (x1, y1) είναι x1x+ y1y = ρ2.

5. Η εξίσωση x2 + y2 + Ax + Ay + Γ = 0 είναι εξίσωση κύκλου
αν και μόνο αν A2 + B2 − 4Γ > 0. Το κέντρο του είναι το

K
(−A

2 ,−B
2

)
και η ακτίνα του είναι ρ =

√
A2+B2−4Γ

2 .

6. ΄Εστω ένας κύκλος με κέντρο K και ακτίνα ρ και d η απόσταση
του K από μία ευθεία ε.

7. Θεωρούμε δύο κύκλους με κέντρα K1, K2 και ακτίνες ρ1 > ρ2.
΄Εστω d η απόσταση των κέντρων τους (διάκεντρος).

8. Το σύνολο των σημείων M που ο λόγος τω αποστάσεων από
δύο σταθερά σημεία A, B είναι σταθερός και ίσος με λ �= 1
είναι κύκλος (Κύκλος του Απολλωνίου) με διάμετρο που έχει
άκρα τα σημεία τα οποία διαιρούν το τμήμα AB εσωτερικά και
εξωτερικά σε λόγο λ.
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1. y = αx + β

2. y = αx2

3. y = α
x

4. y = αx3

5. � y = αx, y = logα x

α > e
1
e

α = e
1
e

1 < α < e
1
e

e−e < α < 1

α = e−e

6. y = ημx, y = συνx

7. y = εϕx
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