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ΖΗΤΗΜΑ 1

΄Εστω η συνάρτηση f (x) = lnx− 1, x ∈ [1, e].

1. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f .

2. (αʹ) Να βρείτε την αντίστροφη f−1 της f .

(βʹ) Να εξετάσετε αν οι γραφικές παραστάσεις των f , f−1 έχουν κοινά σημεία.

ΖΗΤΗΜΑ 2

Για την συνάρτηση f είναι γνωστό ότι ισχύει

1− x2 ≤ f (x) ≤ 1 + x2

για κάθε x ∈ R.

1. Να βρείτε το lim
x→0

f (x).

2. (αʹ) Να βρείτε το λ έτσι ώστε να ισχύει

lim
x→0

f (x) − λ

ημx
= 0

(βʹ) ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής. Να αποδείξετε ότι υπάρχει x έτσι ώστε

f (x) = x2005

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΖΗΤΗΜΑ 1

1. Σχολικό βιβλίο: Σελίδα 199, ΄Ασκηση Α10, i)

2. (αʹ) Η f είναι γνησίως αύρξουσα και επομένως 1-1 άρα και αντιστρέψιμη. Θα είναι f (x) = y ⇔ lnx−1 =
y ⇔ lnx = 1+ y ⇔ x = e1+y. Επομένως f−1 (y) = e1+y και αυτό για κάθε y από το σύνολο τιμών
της f δηλαδή το [−1, 0]. ΄Αρα η αντίστροφη της f ορίζεται στο [−1, 0] και έχει τύπο f−1 (x) = ex+1.

(βʹ) Παρατηρούμε ότι οι δύο συναρτήσεις έχουν πεδία ορισμού [1, e] και [−1, 0] τα οποία είναι δύο ξένα
σύνολα. Επομένως οι γραφικές παραστάσεις τους δεν έχουν κοινά σημεία.

ΖΗΤΗΜΑ 2

1. Σχολικό βιβλίο: Σελίδα 175, ΄Ασκηση Α8, i)

2. (αʹ) ΄Εστω g (x) = f(x)−λhm x
ορισμένη στο R − {kπ|k ∈ Z}. Θα πρέπει lim

x→0
g (x) = 0. Λύνοντας ως προς

f βρίσκουμε ότι f (x) = g (x) ημx + λ. Παίρνοντας όρια για x → 0 βρίσκουμε ότι 1 = 0 · 0 + λ.
Επομένως πρέπει λ = 1. Θα πρέπει τώρα να επαληθεύουμε αν για την τιμή λ = 1 πράγματι ισχύει

ότι g (x) = f(x)−λhm x
. Δηλαδή ότι lim

x→0

f(x)−1hmx
= 0. Από την υπόθεση

1− x2 ≤ f (x) ≤ 1 + x2

έχουμε ότι −x2 ≤ f (x) − 1 ≤ x2. Επειδή μας ενδιαφέρουν τιμές κοντά στο 0 θα εργασθούμε με
τιμές του x στο

(

−π
2 , 0

)

∪
(

0, π2
)
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• Για x ∈
(

−π
2 , 0

)

είναι ημx < 0 οπότε −x2hm x
≥ f(x)−1hmx

≥ x2hm x
δηλαδή −x

(

xhmx

)

≥ f(x)−1hm x
≥

x
(

xhm x

)

. Αλλά lim
x→0−

x
(

xhm x

)

= lim
x→0−

(

−x
(

xhm x

))

= 0 · 1 = 0. Επομένως απο το κριτήριο

παρεμβολής έχουμε ότι lim
x→0−

f(x)−1hm x
= 0.

• Για x ∈
(

0, π2
)

είναι ημx > 0 οπότε −x2hm x
≤ f(x)−1hm x

≤ x2hm x
και εργαζόμενοι όπως πριν βρίσκουμε

ότι lim
x→0+

f(x)−1hm x

΄Αρα πράγματι lim
x→0

f(x)−1hmx

(βʹ) Θεωρούμε την συνεχή συνάρτηση g(x) = f (x) − x2005. Απο την υπόθεση έχουμε ότι για όλα τα x
θα ισχύει 1− x2 − x2005 ≤ f (x)− x2005 ≤ 1 + x2 − x2005 δηλαδή

1− x2 − x2005 ≤ g (x) ≤ 1 + x2 − x2005

• Είναι lim
x→+∞

(

1 + x2 − x2005
)

= lim
x→+∞

(

−x2005
)

= −∞ και αφού για όλα τα x είναι g (x) ≤

1 + x2 − x2005 θα ειναι και lim
x→+∞

g (x) = −∞. Επομένως θα υπάρχει x1 ώστε g(x1) < 0.

• Είναι lim
x→−∞

(

1 + x2 − x2005
)

= lim
x→−∞

(

−x2005
)

= +∞ και αφού για όλα τα x είναι 1 − x2 −

x2005 ≤ g (x) θα ειναι και lim
x→+∞

g (x) = +∞. Επομένως θα υπάρχει x2 ώστε g(x2) > 0.

Από το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής η συνεχής συνάρτηση g θα πάρει την τιμή μηδέν σε κάποιο x0

μεταξύ των x1, x2 το οποίο θα είναι και λύση της εξίσωσης f(x) = x2005.
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