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ΖΗΤΗΜΑ 1

Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x2 + 1 και g(x) =
√
x− 2.

1. Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις g ◦ f και f ◦ g.

2. Να βρείτε το όριο lim
x→+∞

((f ◦ g) (x)− (g ◦ f) (x)).

ΖΗΤΗΜΑ 2

Δίνεται η πολυωνυμική συνάρτηση f(x) = x5 + 2x+ 1.

1. Να βρείτε έναν ακέραιο α τέτοιον, ώστε στο διάστημα (α, α+ 1) η εξίσωση f(x) = 0 να έχει μία τουλάχισ-
τον ρίζα

2. Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Η f έχει σύνολο τιμών το R.

(βʹ) Η f είναι αντιστρέψιμη.

(γʹ) Ισχύει −1 < f−1 (0) < 0.

(δʹ) Για κάθε x, x0 ισχύει
∣

∣f−1 (x)− f−1 (x0)
∣

∣ ≤ 1
2 |x− x0|.

(εʹ) Η f−1 είναι συνεχής.

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ
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2. Οι f ◦ g και g ◦ f ορίζονται κοντά στο +∞ και το αυτό ισχύει και για τη διαφορά τους. Είναι (f ◦ g) (x)−
(g ◦ f) (x) = x− 1−

√
x2 − 1 =

(x−1−
√
x2−1)(x−1+

√
x2−1)

x−1+
√
x2−1

= −2x+2
x−1+

√
x2−1

=(x>0)
x(−2+ 2

x
)

x

(

1− 1

x
+
√

1− 1

x
2

)

΄Αρα:

lim
x→+∞

((f ◦ g) (x)− (g ◦ f) (x)) = lim
x→+∞

−2+ 2

x

1− 1

x
+
√

1− 1

x
2

= −1
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2. (αʹ) Η f είναι συνεχής ως πολυώνυμο. Θεωρούμε τυχόντα πραγματικό αριθμό y. Ευκολα διαπιστώνουμε
ότι lim

x→−∞
(f (x)− y) = −∞ και lim

x→+∞
(f (x) − y) = +∞ και επομένως υπάρχουν x1, x2 έτσι ώστε

f (x1) < 0 και f (x2) > 0. Ασφαλώς x1, x2 διάφορα και η συνεχής f(x)− y έχει ρίζα t στο διάστημα
με άκρα x1, x2. Αρα f (t) = y και το y είναι τιμή της. Επομένως το σύνολο τιμών της θα είναι R

(βʹ) Ευκολα διαπιστώνουμε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα άρα και 1-1, επομένως και αντιστρέψιμη. Το
πεδίο ορισμού της f−1 είναι το R,

(γʹ) Από το ερώτημα 1. Η f έχει μία ρίζα ρ στο διάστημα (−1, 0) η οποία είναι, λόγω της μονοτονίας, και
μοναδική. Θα είναι f (ρ) = 0 και επομένως f−1 (0) = ρ. Αλλά −1 < ρ < 0. ΄Αρα −1 < f−1 (0) < 0.

(δʹ) ΄Εστω ότι f−1 (x) = y και f−1 (x0) = y0. Θα είναι f (y) = x και f (y0) = x0. ΄Αρα

x = y5 + 2y + 1

x0 = y50 + 2y0 + 1

Αφαιρώντας κατά μέλη βρίσκουμε:

x− x0 = y5 − y50 + 2 (y − y0) (1)

Στη γνωστή ταυτότητα

y5 − y50 = (y − y0)
(

y4 + y3y0 + y2y20 + yy30 + y40
)

(2)

παρατηρούμε ότι αν είναι y ≥ y0 θα είναι και y5 ≥ y50 ενώ αν είναι y < y0 θα είναι και y < y0. ΄Αρα οι
αριθμοί y5−y50 , y−y0 έχουν το ίδιο πρόσημο επομένως ο αριθμός A = y4+y3y0+y2y20+yy30+y40 ≥ 0
είναι μη αρνητικός. Λόγω της (;;) η (;;) γίνεται

x− x0 = (y − y0) (A+ 2)

όπου A ≥ 0. ΄Αρα |g (x)− g (x0)| = |x−x0|
A+2 ≤ |x−x0|

2

∣

∣f−1 (x)− f−1 (x0)
∣

∣ ≤ 1

2
|x− x0| (3)

(εʹ) Η συνέχεια της f−1 προκύπτει από την (;;) όπως ακριβώς στην άσκηση 183 του φυλλαδίου «΄Ορια
και Συνέχεια Συναρτήσεων».
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