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ΖΗΤΗΜΑ 1

Δίνεται η συνάρτηση

f (x) =
x2

2x

1. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f .

2. Να βρείτε τα σημεία καμπής της γραφικής παράστασης της f .

ΖΗΤΗΜΑ 2

΄Εστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f : (−1, 1) → R, για την οποία ισχύει

f(ημx) = exσυνx για κάθε x ∈
(
−π

2
,
π

2

)

1. (αʹ) Να βρείτε την f ′ (0).

(βʹ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf στο σημείο A(0, f(0)) σχημα-
τίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο.

2. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία την συνάρτηση g :
(−π

2 , π
2

) → R με
g(x) = exσυνx

3. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία την συνάρτηση f .

Απαντησεις

ΖΗΤΗΜΑ 1

1. Σχολικό βιβλίο Β2 i) σελ. 286

2. Είναι f ′′ (x) = 2−4x ln 2+x2 ln2 2
2x . Το πρόσημο της δεύτερης παραγώγου είναι

το ίδιο με το πρόσημο του τριωνύμου
(
ln2 2

)
x2−(4 ln 2)x+2 που έχει ρίζες

τους αριθμούς 2−√
2

ln 2 και 2+
√

2
ln 2 . Η f στο διάστημα

(
−∞, 2−√

2
ln 2

]
είναι κυρτή,

στο
[

2−√
2

ln 2 , 2+
√

2
ln 2

]
κοίλη και στο

[
2+

√
2

ln 2 , +∞
)
είναι κυρτή. Σημεία καμπής

είναι τα
(

2−√
2

ln 2 , f
(

2−√
2

ln 2

))
,
(

2+
√

2
ln 2 , f

(
2+

√
2

ln 2

))
,

ΖΗΤΗΜΑ 2

1. Σχολικό βιβλίο Β11 σελ. 241

2. (αʹ) Είναι g′(x) = ex (συνx − ημx). Η g′ έχει στο
(−π

2 , π
2

)
μοναδική ρί-

ζα το π
4 και επομένως, αφού είναι συνεχής, στα διαστήματα

(−π
2 , π

4

)
,(

π
4 , π

2

)
διατηρεί πρόσημο. Είναι g′(π

6 ) = 1
2e

π
6

(√
3 − 1

)
> 0 και g′(π

2 ) =
−e

π
2 < 0. Επομένως η συνάρτηση g είναι

• γνησίως αύξουσα στο
(−π

2 , π
4

]
.

• γνησίως φθίνουσα στο
[

π
4 , π

2

)
.



(βʹ) Θεωρούμε την συνάρτηση h :
(−π

2 , π
2

) → R με h (x) = ημx. Η h
είναι γνησίως αύξουσα αφού το ημίτονο είναι γνησίως αύξουσα στο(−π

2 , π
2

)
, συνεχής και το σύνολο τιμών της είναι το (−1, 1). Επίσης αν

h (x1) < h (x2) τότε θα είναι x1 < x2. Πράγματι:

Αν ήταν x1 = x2 τότε θα είχαμε h (x1) = h (x2) δηλαδή t1 = t2
(άτοπο)

Αν ήταν x1 > x2 τότε αφού η h είναι γνησίως αύξουσα θα είχαμε
h (x1) > h (x2) δηλαδή t1 > t2 (άτοπο).

Δηλαδή ισχύει:

x1 < x2 ⇔ h (x1) < h (x2)

Επίσης για όλα τα x ∈ (−π
2 , π

2

)
ισχύει

f (h (x)) = g (x)

Τώρα αν t1 < t2 από το (−1, 1) με t1 = h (x1), t2 = h (x2) τότε:

• Αν είναι −1 < t1 < t2 ≤
√

2
2 θα είναι −π

2 < x1 < x2 ≤ π
4

και επομένως g (x1) < g (x2) από την οποία συμπεραίνουμε ότι
f (ημx1) < f (ημx2) δηλαδή f (t1) < f (t2) και επομένως η f είναι

γνησίως αύξουσα στο
(
−1,

√
2

2

]

• Αν είναι
√

2
2 ≤ t1 < t2 < 1 θα είναι π

4 ≤ x1 < x2 < π
2 και επομέ-

νως g (x1) > g (x2) από την οποία συμπεραίνουμε ότι f (ημx1) >
f (ημx2) δηλαδή f (t1) > f (t2) και επομένως η f είναι γνησίως

φθίνουσα στο
(
−1,

√
2

2

]


