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ΖΗΤΗΜΑ 1

Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί:

z1 = −2 − i, z2 = 4 + 2i

1. Να υπολογίσετε την παράσταση A = |z1z̄2 + z2|.

5 Μοναδες

2. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός

(z1 + z2)
2008 + (z̄1 + z̄2)

2008

είναι πραγματικός.

10 Μοναδες

3. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο της εικόνας του μι-
γαδικού αριθμού z για τον οποίο ισχύει:

|z − z1| = 2 |z − z2|

10 Μοναδες

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

1. A = |z1z̄2 + z2| = |(−2 − i) (4 − 2i) + (4 + 2i)| =

|−6 + 2i| =
√

(−6)2 + 22 =
√

40 = 2
√

10

2. Ονομάζουμε w = (z1 + z2)
2008 + (z̄1 + z̄2)

2008. Αν
είναι w = κ+λi τότε w̄ = κ−λi και w−w̄ = 2λi άρα
λ = w−w̄

2i . Θα είναι w ∈ R ⇔ λ = 0 ⇔ w− w̄ = 0 ⇔
w̄ = w. Επομένως για να δείξουμε ότι είναι w ∈ R

αρκεί να δείξουμε ότι ισχύει w̄ = w. Πράγματι ε-
φαρμόζοντας τις ιδιότητες του συζυγούς βρίσκουμε:

w = (z1 + z2)
2008 +

(
z1 + z2

)2008 = w

3. Ονομάζουμε z = x + yi και έχουμε τις ισοδυναμίες:
|z − z1| = 2 |z − z2| ⇔
|x + iy + 2 + i| = 2 |x + iy − 4 − 2i| ⇔
|x + 2 + (y + 1) i| = 2 |(x − 4) + (y − 2) i| ⇔

√
(x + 2)2 + (y + 1)2 = 2

√
(x − 4)2 + (y − 2)2 ⇔√

(x + 2)2 + (y + 1)2
2

=
(

2
√

(x − 4)2 + (y − 2)2
)2

⇔

(x + 2)2 + (y + 1)2 = 4
(
(x − 4)2 + (y − 2)2

)
⇔

(x + 2)2 +(y + 1)2−4
(
(x − 4)2 + (y − 2)2

)
= 0 ⇔

(x − 1)2 +(y + 1)2−4
(
(x − 3)2 + (y − 2)2

)
= 0 ⇔

−3x2 − 3y2 + 36x + 18y − 75 = 0 ⇔
−3x2+36x−75−3y2+18y

−3 = 0 ⇔
x2 + y2 − 12x − 6y + 25 = 0
Η τελευταία εξίσωση είναι της μορφής

x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0

με A = −12, B = −6, Γ = 25. Είναι: A2+B2−4Γ =
(−12)2 + (−6)2 − 4 · 25 = 80 > 0 επομένως η
τελευταία εξίσωση είναι εξίσωση κύκλου με κέντρο
K

(−A
2 ,−B

2

)
δηλαδή το σημείο K (6, 3) και ακτίνα

ρ =
√

A2+B2−4Γ
2 =

√
80
2 = 2

√
5.

ΖΗΤΗΜΑ 2

Δίνονται οι συναρτήσεις

f (x) = 1 − ln x και g (x) =
ex

1 + ex

1. Ορίσετε την συνάρτηση f + g.

5 Μοναδες

2. Να αποδείξετε ότι η g είναι 1-1.

5 Μοναδες

3. Να βρείτε την συνάρτηση g−1.

5 Μονάδες

4. Να ορίσετε την συνάρτηση g−1 ◦ f .

5 Μονάδες
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5. Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες η γραφική
παράσταση της g−1 ◦f βρίσκεται πάνω από τον άξονα
x′x.

5 Μοναδες

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

1. Τα πεδία ορισμού των f , g είναι Df = (0, +∞),
Dg = R. Το άθροισμα τους θα έχει πεσίο ορι-
σμού την τομή τους δηλαδή Df+g = Df ∩ Dg =
(0, +∞) ∩ R = (0, +∞). Θα είναι δε (f + g) (x) =
f (x) + g (x) = 1 − ln x + ex

1+ex .

2. ΄Εχουμε:
�g (x1) = g (x2) ⇒

ex1

1+ex1 = ex2

1+ex2 ⇒
ex1 (1 + ex2) = ex2 (1 + ex1) ⇒
ex1 + ex1ex2 = ex2 + ex1ex2 ⇒
ex1 = ex2 ⇒
x1 = x2

3. Είναι g (x) = ex

1+ex και επομένως για κάθε στοιχείο y

του συνόλου τιμών της g είναι y = ex

1+ex . Λύνοντας
ως προς x βρίσκουμε ότι:

• Η εξίσωση y = ex

1+ex έχει λύση ως προς x αν και
μόνο αν είναι 0 < y < 1. Επομένως το σύνολο
τιμών της g είναι το διάστημα (0, 1).

• Για y ∈ (0, 1) η εξίσωση y = ex

1+ex έχει λύση

x = ln
(

y
1−y

)
και επομένως g−1 (y) = ln

(
y

1−y

)

Συνοψίζοντας έχουμε ότι:

g−1 (x) = ln
(

x

1 − x

)
, x ∈ (0, 1)

4. Το πεδίο ορισμού της σύνθεσης g−1 ◦ f απαρτίζεται
από τα στοιχεία του πεδίου ορισμού της f για τα οποί-
α το f(x) ανήκει ανήκει στο πεδίο ορισμού της g−1.
Αναζητούμε τις λύσεις του συστήματος:

x ∈ (0, +∞) και f (x) ∈ (0, 1)

΄Εχουμε τις ισοδυναμίες:
x ∈ (0, +∞) 0, και f (x) ∈ (0, 1) ⇔
x > 0, , και, και 0 < 1 − ln x < 1 ⇔
x > 0, και ln x < 1, και ln x > 0 ⇔
x > 0, και x < e, και x > 1
Τελικά το πεδίο ορισμού της g−1 ◦ f είναι το διάστη-
μα (1, e). Ο τύπος της g−1 ◦ f είναι

(
g−1 ◦ f

)
(x) =

g−1 (f (x)) = ln
(

f(x)
1−f(x)

)
= ln

(
1−ln x
lnx

)

5. ΄Εχουμε:(
g−1 ◦ f

)
(x) > 0 ⇔

ln
(

1−lnx
ln x

)
> 0 ⇔

1−lnx
ln x > 1 ⇔

1−lnx
ln x − 1 > 0 ⇔

1−2 ln x
ln x > 0 ⇔

(1 − 2 lnx) ln x > 0

Ονομάζουμε t = ln x και η τελευταία ανίσωση γίνεται
(1 − 2t) t > 0 η οποία έχει λύσεις 0 < t < 1

2 . Πρέπει

λοιπόν 0 < ln x < 1
2 δηλαδή 1 < x < e

1
2 .

Τελικά η γραφική παράσταση της g−1 ◦ f βρίσκεται
πάνω από τον άξονα x′x για τα x ∈ (1,

√
e).

ΖΗΤΗΜΑ 3

΄Εστω η συνάρτηση f : [0, +∞) → R με

f (x) =
{ √

x 0 ≤ x ≤ 1
|x − 2|√x x > 1

1. Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια της f .

10 Μοναδες

2. Να βρείτε την παράγωγο της f .

10 Μοναδες

3. Να βρείτε το όριο:

lim
x→+∞

(
f (x) + f

(
1
x

))

5 Μοναδες

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

1. Η συνάρτηση είναι ορισμένη στο διάστημα [0, +∞).
Στο διάστημα [0, 1) η συνάρτηση είναι συνεχής αφού
συμπίπτει με την συνεχή συνάρτηση

√
x. Επίσης στο

διάστημα (0, +∞) είναι συνεχής διότι συμπίπτει με
την συνάρτηση |x − 2|√x η οποία είναι συνεχής ως
γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. Ελέγχουμε την συ-
νέχεια στο σημείο x0 = 1. Είναι:

• f (1) =
√

1 = 1

• lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

√
x = 1

• lim
x→1+

f (x) = lim
x→1−

|x − 2| √x = 1

Επομένως η συνάρτηση είναι συνεχής και στο σημείο
x0 = 1 άρα είναι συνεχής.

�
����� �� ����������� ��� �� ���� ���������� ��� g′ (x) = ex
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2. Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση |x| αν και συνεχής στο
0 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0. Επομένως πρέπει να
ασχοληθούμε και με το σημείο x0 = 2 όπου η |x − 2|
μηδενίζεται. Για να δούμε λοιπόν που παραγωγίζε-
ται η f αναπτύσσουμε περαιτέρω την γραφή της f ,
απαλείφοντας το σύμβολο της απόλυτης τιμής:

f (x) =

⎧⎨
⎩

√
x 0 ≤ x ≤ 1

(2 − x)
√

x 1 < x < 2
(x − 2)

√
x x ≥ 2

Σε κάθε ένα από τα διαστήματα (0, 1), (1, 2), (2, +∞)
η f παραγωγίζεται και η παράγωγός της βρίσκεται ε-
φαμόζοντας τους κανόνες παραγώγισης. Είναι αντι-
στοίχως: 1

2
√

x
, − 3x−2

2
√

x
, 3x−2

2
√

x
. Κοιτάμε χωριστά την

παραγωγισιμότητα στα σημεία 0, 1 και 2.

x = 0 lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0+

√
x

x = lim
x→0+

√
x
x2 =

lim
x→0+

√
1
x = +∞. Επομένως η f δεν παραγωγί-

ζεται στο 0 διότι το όριο του λόγου μεταβολής
της υπάρχει μεν αλλά δεν είναι πραγματικός α-
ριθμός αλλά +∞.

x = 1 Εδώ επειδή η f έχει διαφορετικό τύπο ε-
κατέρωθεν του 1 θα πρέπει να βρούμε τα
πλευρικά όρια του λόγου μεταβολής της στο

1. Είναι lim
x→1−

f(x)−f(1)
x−1 = lim

x→1−

√
x−1

x−1 =

lim
x→1−

(√x−1)(√x+1)
(x−1)(√x+1) = lim

x→1−

√
x2−12

(x−1)(√x+1) =

lim
x→1−

x−1

(x−1)(√x+1) = lim
x→1−

1

1(√x+1) = 1
2

Επίσης lim
x→1+

f(x)−f(1)
x−1 = lim

x→1+

(2−x)
√

x−1
x−1 =

lim
x→1+

((2−x)
√

x−1)((2−x)
√

x+1)
(x−1)((2−x)

√
x+1)

= lim
x→1+

(2−x)2
√

x2−1

(x−1)((2−x)
√

x+1)
= lim

x→1+

x3−4x2+4x−1

(x−1)((2−x)
√

x+1) =

lim
x→1+

(x−1)(x2−3x+1)
(x−1)((2−x)

√
x+1)= lim

x→1+

x2−3x+1

((2−x)
√

x+1)=

− 1
2 . Επομένως η f δεν παραγωγίζεται στο 1

διότι τα πλευρικά όρια του λόγου μεταβολής αν
και πραγματικοί αριθμοί είναι άνισα.

x = 2 Θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά όρια του
λόγου μεταβολής της στο 2. Είναι:

lim
x→2+

f(x)−f(2)
x−2 = lim

x→2+

(x−2)
√

x−0
x−2 =

lim
x→2+

√
x =

√
2 και lim

x→2−
f(x)−f(2)

x−2 =

lim
x→2−

(2−x)
√

x−0
x−2 = lim

x→2−
(−√

x) = −√
2

Επομένως η f δεν παραγωγίζεται στο 2.

Συνοψίζοντας έχουμε ότι (Οι αστερίσκοι δηλώνουν
ότι στο αντίστοιχο σημείο η f δεν παραγωγίζεται):

f ′ (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∗ x = 0
1

2
√

x
0 < x < 1

∗ x = 1
− 3x−2

2
√

x
1 < x < 2

∗ x = 2
3x−2
2
√

x
x > 2

3. Είναι lim
x→+∞ f (x) = lim

x→+∞ |x − 2|√x = +∞ και

lim
x→+∞ f

(
1
x

)
=( 1

x =y) lim
x→0+

f (y) = lim
x→0+

√
y = 0.

Επομένως lim
x→+∞

(
f (x) + f

(
1
x

))
= +∞.

Η γραφική παράσταση της f (δεν ζητείται από την εκφώ-
νηση) είναι η ακόλουθη:

ΖΗΤΗΜΑ 4

Δίνεται η συνάρτηση ϕ : (0, +∞] → R με

ϕ (x) = ex − 1
2
√

x

1. Να αποδείξετε ότι η ϕ είναι γνησίως αύξουσα.

5 Μοναδες

2. Να βρείτε το σύνολο τιμών της ϕ.

5 Μοναδες

3. Να αποδείξετε ότι η ϕ έχει μοναδική ρίζα.

5 Μοναδες

4. Θεωρούμε τις συναρτήσεις f (x) = ex και g (x) =√
x. Να αποδείξετε ότι υπάρχει σημείο A της Cf και

σημείο B της Cg ώστε οι εφαπτόμενες των Cf , Cg στα
A, B να είναι παράλληλες.

10 Μοναδες

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

1. ΄Εχουμε�:
x1 < x2 ⇒
ex1 < ex2 και,

√
x1 <

√
x2 ⇒

ex1 < ex2 και, 2
√

x1 < 2
√

x2 ⇒
ex1 < ex2 και, −2

√
x1 > −2

√
x2 ⇒

ex1 < ex2 και, − 1
2
√

x1
< − 1

2
√

x2
⇒

ex1 − 1
2
√

x1
< ex2 − 1

2
√

x2
⇒

ϕ (x1) < ϕ (x2)
�$����� ����� � �� %������������ � ��� ��������� ��� ����� ������� ��� �� �������� ������� ��������
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2. Η ϕ είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών, είναι φνη-
σίως αύξουσα, έχει πεδίο ορισμού το (0, +∞) και
τα όρια της στα άκρα αυτού του διαστήματος εί-

ναι lim
x→0

ϕ (x) = lim
x→0+

(
ex − 1

2
√

x

)
= −∞ και

lim
x→+∞ϕ (x) = lim

x→+∞

(
ex − 1

2
√

x

)
= +∞. Ε-

πομένως το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα
(−∞, +∞) δηλαδή το R.

3. Αφού το σύνολο τιμών της ϕ είναι το R που περιέχει
το 0 το 0 είναι τιμή της ϕ και επομένως η ϕ έχει μία
τουλάχιστον ρίζα. Λόγω της μονοτονίας η ρίζα αυτή
είναι μοναδικη.

4. Για τις συναρτήσεις f (x) = ex, g (x) =
√

x έχουμε
f ′ (x) = ex και g′ (x) = 1

2
√

x
. Από το προηγούμε-

νο ερώτημα η εξίσωση ϕ (x) = 0 δηλαδή η εξίσωση
f ′ (x)− g′ (x) = 0 έχει ακριβώς μία λύση ας την πού-
με ξ. Θα είναι f ′ (ξ) = g′ (ξ). Τα σημεία A (ξ, f (ξ))
και B (ξ, g (ξ)) ανήκουν στις Cf , Cg αντιστοίχως και
οι εφαπτόμενες των Cf , Cg στα σημεία αυτά δηλαδή
οι ευθείες:

y = f ′ (ξ)x + f (ξ) − f ′ (ξ) ξ

y = g′ (ξ)x + g (ξ) − g′ (ξ) ξ

έχουν τον ίδιο συντελεστή διευθύνσεως. Θα δείξου-
με ότι είναι παράλληλες αποδεικνύοντας ότι δεν συμ-

πίπτουν. Αρκεί να εξασφαλίσουμε ότι

f (ξ) − f ′ (ξ) ξ 
= g (ξ) − g′ (ξ) ξ (1)

Υποθέτουμε ότι η (1) δεν αληθεύει. θα καταλήξουμε
σε άτοπο. ΄Εχουμε:
f ′ (ξ) = g′ (ξ) και f (ξ)− f ′ (ξ) ξ = g (ξ)− g′ (ξ) ξ ⇒
eξ =

√
ξ και

√
ξ = 1

2
√

ξ
⇒

eξ =
√

ξ και ξ = 1
2 ⇒

e
1
2 =

√
1
2

√
e =

√
1
2

e = 1
2 (άτοπο)
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