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ΖΗΤΗΜΑ 1

Δίνεται η συνάρτηση

f (x) =
x2 + 1
x − 1

1. Να μελετηθεί η f :

(αʹ) ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

(βʹ) ως προς τα κοίλα και τα κυρτά.

2. Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της f .

3. Να βρεθεί συνάρτηση F : (1, +∞) → R τέτοια ώστε
F (2) = 0 και F ′ (x) = f (x) για κάθε x ∈ (1, +∞).

Απαντησεις

1. (αʹ) Το πεδίο ορισμού της f είναι τοDf = (−∞, 1)∪
(1, +∞). Παραγωγίζοντας την f στο Df βρί-

σκουμε: f ′ (x) = x2−2x−1
(x−1)2

. Επομένως στα

διαστήματα
(−∞, 1 −√

2
]
,

[√
2 + 1, +∞)

η
f είναι γνησίως αύξουσα ενώ στα

[
1 −√

2, 1
)
,[

1,
√

2 + 1
)
είναι γνησίως φθίνουσα. Εκατέρω-

θεν των 1−√
2 και

√
2+1 η f αλλάζει μονοτο-

νία. Στο 1−√
2 παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το

f
(
1 −√

2
)

= −2
√

2 + 2 και στο
√

2+ 1 παρου-
σιάζει τοπικό μέγιστο το f

(√
2 + 1

)
= 2

√
2+2.

Επειδή στα ∓∞ το όριο της f είναι ∓∞ τα δύο
αυτά ακρότατα είναι τοπικά.

(βʹ) Παραγωγίζοντας άλλη μία φορά την f βρίσκουμε
ότι f ′′ (x) = 4

(x−1)3
. Η δεύτερη παράγωγος είναι

αρνητική στο (−∞, 1) και σε αυτό το διάστημα
η f είναι κοίλη και είναι θετική στο (1, +∞) στο
οποίο διάστημα η f είναι κυρτή.

2. Α) Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της και επο-
μένως αν Cf έχει κατακόρυφη ασύμπτωτο αυτή θα εί-
ναι στο σημαίο 1. Πράγματι έχουμε ότι lim

x→1−
f (x) =

−∞ και lim
x→1+

f (x) = +∞. Η γνώση ενός και μόνο

από τα δύο αυτά όρια μας επιτρέπει να συναγάγου-
με ότι η Cfέχει κατακόρυφη ασύμπτωτο την x = 1.
Β) Για να δούμε αν η Cf έχει ασύμπτωτο στο +∞
υπολογίζουμε το όριο lim

x→+∞
f(x)

x = lim
x→+∞

x2+1
(x−1)x =

1 = α και μετά το όριο lim
x→+∞ (f (x) − ax) = lim

x→+∞
x+1
x−1 = 1 = β. Επομένως η Cf έχει στο +∞ την

ευθεία y = αx + β δηλαδή την y = x + 1
Εργαζόμενοι ανάλογα βρίσκουμε ότι στο −∞ η Cf

έχει ασύμπτωτο πάλι την y = x + 1 .
Η γραφική παράσταση της f (δεν ζητήθηκε) είναι η
εξής:

3. Για να βρούμε την F αρκεί να ολοκληρώσουμε την f
στο διάστημα∫

f (x) dx =
∫

x2+1
x−1 dx =x−1=u

∫ (u+1)2+1
u du =∫ (

u + 2 + 2
u

)
du = 1

2u2 + 2u + 2 lnu + c =u=x−1
1
2x2 + x − 3

2 + 2 ln (x − 1) + c
΄Αρα F (x) = 1

2x2 + x − 3
2 + 2 ln (x − 1) + c και για

να βρούμε το c δίνουμε στην F την τιμή 2 οπότε βρί-
σκουμε την εξίσωση F (2) = 5

2 + c από την οποία
έχουμε c = − 5

2 . Τελικά η ζητούμενη συνάρτηση εί-

ναι η F (x) = 1
2x2 + x − 4 + 2 ln (x − 1)
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ΖΗΤΗΜΑ 2

Δίνεται η συνάρτηση ϕ : [−π, π] → R με

ϕ (x) = 2ημx − 2xσυνx + x2

1. Να αποδειχθεί ότι

ϕ′ (0) = ϕ′
(
−π

2

)
= ϕ′′

(
−π

2

)
= 0

2. Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της ϕ.

3. Να βρείτε την μέγιστη τιμή της ϕ.

4. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ1 ∈ (−π
2 , 0

)
ώστε

ϕ′′(ξ1) = 0.

5. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ2 ∈ (−π, π) ώστε
ϕ′(ξ2) = 2.

Απαντησεις

1. Παραγωγίζουμε και βρίσκουμε

ϕ′ (x) = 2xημx + 2x = 2x (ημx + 1)

ϕ′′ (x) = 2ημx+2xσυνx+2 = 2 (ημx + xσυνx + 1)

Η αποδεικτέα προκύπτει με απλή αντικατάσταση.

2. Είναι ϕ′ (x) = 2x (ημx + 1). Παρατηρούμε ότι ναι
μεν η ϕ′ μηδενίζεται στα 0,−π

2 αλλά μόνο εκατέρω-
θεν του 0 αλλάζει πρόσημο. Συγκεκριμένα η είναι αρ-
νητική στο [−π, 0) και θετική στο (0, π]. Η ϕ θα είναι
γνησίως φθίνουσα στο [−π, 0] και γνησίως αύξουσα
στο [0, π]. Η ελάχιστη τιμή της ϕ είναι η ϕ(0) = 0.

3. Από την μονοτονία της ϕ, (αφού είναι συνεχής) συμ-
περαίνουμε ότι το σύνολο τιμών της θα είναι ή έ-
νωση των διαστημάτων ϕ ([−π, 0]) =

[
0,−2π + π2

]
και ϕ ([0, π]) =

[
0, 2π + π2

]
. Επειδή είναι 2π +

π2 > −2π + π2 το
[
0,−2π + π2

]
περιέχεται

στο
[
0, 2π + π2

]
και επομένως η ένωση είναι το[

0, 2π + π2
]
που θα είναι και το σύνολο τιμών της

ϕ. ΄Αρα η μέγιστη τιμή της ϕ είναι 2π + π2.

4. Εφαρμόζουμε το θεώρημα του Rolle για την ϕ′ στο(−π
2 , 0

)
.

5. Εφαρμόζουμε το θεώρημα του μέσης τιμής για την ϕ
στο (−π, π).

ΖΗΤΗΜΑ 3

Δίνεται η συνάρτηση

f (x) = 2x +
4
x

, x > 0

΄Εστω λ > 0. Συμβολίζουμε με E (λ) το εμβαδόν του χω-
ρίου που περικλείεται από:

• την γραφική παράσταση της f

• τον άξονα x′x

• τις ευθείες x = λ, x = λ + 1

1. Να αποδείξετε ότι

E (λ) = 2λ + 1 + 4 ln
(

1 +
1
λ

)

2. Να προσδιορίσετε την τιμή του λ για την οποία το
εμβαδόν E (λ) γίνεται ελάχιστο.

3. (αʹ) Υπάρχει τιμή του λ ώστε E (λ) = 6;

(βʹ) Υπάρχει τιμή του λ ώστε E (λ) = 5;

Απαντησεις

1. Στο διάστημα [λ, λ + 1] είναι f (x) > 0 και επομένως
το εμβαδόν E (λ) είναι E (λ) =

∫ λ+1

λ
f (x) dx Μία

παράγουσα της f είναι η Φ (x) = 2x + 4 lnx και επο-
μένως:

E (λ) =
∫ λ+1

λ
f (x) dx =

∫ λ+1

λ

(
2x + 4

x

)
dx =

[Φ (x)]λ+1
λ =

[
x2 + 4 lnx

]λ+1

λ
= (λ + 1)2 +

4 ln (λ + 1)−λ2−ln λ = 2λ+1+4 ln(λ + 1)−4 lnλ =
2λ + 1 + 4 ln

(
λ+1

λ

)
= 2λ + 1 + 4 ln

(
1 + 1

λ

)
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2. Η E (λ) ορίζεται στο (0, +∞). Είναι E′ (λ) =
(Φ (λ + 1) − Φ (λ))′ = f (λ + 1)−f (λ) = 2+ 4

λ+1 −
4
λ = 2(λ+2)(λ−1)

(λ+1)λ . Επομένως η παράγωγος E′ (λ) εί-
ναι αρνητική στο (0, 1) και θετική στο (1, +∞). ΄Αρα
η E (λ) είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, 1] και γνησί-
ως αύξουσα στο [1, +∞). Συμπεραίνουμε ότι η E (λ)
έχει ελάχιστο για λ = 1.

3. Η ελάχιστη τιμή του E (λ) είναι E (1) = 3 + 4 ln 2.
Επειδή lim

λ→0+
E (λ) = lim

λ→+∞
E (λ) = +∞ το σύνολο

τιμών της E (λ) είναι [3 + 4 ln 2, +∞). Για να δούμε
αν το εμβαδόν παίρνει μία συγκεκριμένη τιμή πρέπει
να συγκρίνουμε την τιμή αυτή με το 3 + 4 ln 2. Αν η
τιμή αυτή είναι μεγαλύτερη η ίση του 3 + 4 ln 2 τότε
είναι τιμή που μπορεί να πάρει το εμβαδόν. Αν είναι
μικρότερη τότε πρόκειται για τιμή που δε μπορεί να
πάρει το εμβαδόν.

(αʹ) Είναι 6 ≥ 3 + 4 ln 2 ⇔ 3 ≥ 4 ln 2 ⇔ 3
4 ≥

ln 2 ⇔ e
3
4 ≥ eln 2 ⇔ e

3
4 ≥ 2 ⇔ e3 ≥ 24 ⇔

19, ... ≥ 16 (ισχύει). Επομένως το 6 μπορεί να
είναι τιμή του εμβαδού.

(βʹ) Είναι 5 ≥ 3 + 4 ln 2 ⇔ 2 ≥ 4 ln 2 ⇔ 1
2 ≥

ln 2 ⇔ e
1
2 ≥ eln 2 ⇔ e

1
2 ≥ 2 ⇔ e ≥ 22 (δεν

ισχύει). Επομένως το 5 δε μπορεί να είναι τιμή
του εμβαδού.

ΖΗΤΗΜΑ 4

Θεωρούμε α > 0 και την συνάρτηση

F (x) =
∫ eαx

eα

(
ln t − 1

ln t

)
dt

1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού A της F .

2. Να βρείτε την παράγωγο F ′ της F .

3. Δίνεται ότι υπάρχει του τιμή α > 0 για την οποία
ισχύει

F (x) ≥ 0 για όλα τα x > 0 (1)

(αʹ) Βρείτε ποια είναι η τιμή του α για την οποία
ισχύει η (1)

(βʹ) Να αποδείξετε ότι
∫ e2

e
1

ln tdt < e2

Απαντησεις

1. Το πεδίο ορισμού του ολοκληρωτέου ln t − 1
ln t είναι

το (0, 1)∪ (1, +∞). Το A θα απαρτίζεται από εκείνα
τα x για τα οποία:

• τά άκρα ολοκλήρωσης eα, eαx ορίζονται και

• ανήκουν και τα δύο σε ένα από τα διαστήματα
(0, 1), (1, +∞).

Επειδή α > 0 είναι eα > 1 και επομένως ήδη το ά-
κρο eα ανήκει στο (1, +∞). Επομένως πρέπει και το
άλλο άκρο eαx να ανήκει στο (1, +∞). ΄Αρα πρέπει
eαx > 1 δηλαδή α > 0. Το πεδίο ορισμού της F θα
είναι το A = (0, +∞).

2. Είναι F ′ (x) =
(
ln (eαx) − 1

ln(eαx)

)
(eαx)′ =(

αx − 1
αx

)
αeαx = (αx−1)(αx+1)eαx

x

3. (αʹ) Επειδή F (1) = 0 το α θα πρέπει να είναι τέτοιο
ώστε να ισχύει:

F (x) ≥ F (1)

Επομένως θα πρέπει η παραγωγίσιμη συνάρτηση
F να παρουσιάζει ελάχιστο στο εσωτερικό ση-
μείο 1 του πεδίου ορισμού της. Από το θεώρημα
του Fermat θα είναι F ′ (1) = 0. ΄Αρα πρέπει:
(α−1)(α+1)eα

1 = 0 από την οποία συνάγουμε ότι,
αφού α > 0, ότι πρέπει α = 1

(βʹ) Αφού η (1) ισχύει για α = 1 θα είναι∫ ex

e

(
ln t − 1

ln t

)
dt ≥ 0 για όλα τα x > 0. Ε-

πομένως θα ισχύει και για x = 2:

∫ e2

e

(
ln t − 1

ln t

)
dt ≥ 0

΄Αρα:
∫ e2

e
ln tdt − ∫ e2

e
1

ln tdt ≥ 0 και επομένως

∫ e2

e

ln tdt ≥
∫ e2

e

1
ln t

dt (∗)

Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα
∫ e2

e
ln tdt και βρί-

σκουμε
∫ e2

e
ln tdt = e2 οπότε αντικαθιστώντας

στην (*) έχουμε:

∫ e2

e

1
ln t

dt ≤ e2
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