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 ���� ��� �% ��	����
��$ �� 9 ��� "������ ���� �	����	
 ����� 6������$ �� �"�� ��� ��� �� ��!��
BC ��� �� CA �� ������ �� �	����� ��$�  	���'�� 
�� � Geogebra ���� "����
��
���� a,b,c ��� �	�� ��!���� �����������$ �� ���	� ��� �� ���"�������
;�� �����&�� ��� ����	� �� ���� ��� �������� ��	�)!�

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr

����������� �����	
���

������ ��	��� ������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



� �� �� ��	�������	 �� �������� ��� ��
�� ��� �����
��

4����������$ �� ������ � Geogebra �����	���� ��� �� ��	���	� ������	�$-

�����������$ ���� ��
 ��� �����"� Dependent Objects *�'�	������ ����#
�������+ �� �!�� ��� �������� a,b,c� � "���	��� ������	�#�'�	������ �����
��������! ��
 �� �'!$ �����
$- ��
 �� �����! ��� �����'���� �� A, B, C
*��� ���	���� �� �� �����'���� 
��$ �������% "���"! ������	�+% �� ��������#
�� �����	���� ��!���� ����� ������$ �'�	������ ��
 ��� ������! ��� ��	��
���$� ��	���� �� "���� ��$ ����&��� �� �!�� �� �	������ �� ����������� ���
��	�)! ��� �	������� ���
 ������� �� ��� ������! ��
 ��� �	���! �	�������-

%


��� ���
��� ���������� �� �� ������� �� ����������� ��� ������� �� ������#
�!����� �� ����� ��� ����������� ��	����$ �� ��������

5�/ ��� �����	
��� �� ������� �	� ����	� ��� ��������

��� �� )�	���� �� "����
�� ��$ �����$ � �	���� �� ��������� 
�� ��� �����
�	�&���� ��
 ��$ "�� ����	�$ ��$ ���� �������� �	
 ���� ��� �� ��� ��� ������
���� �������� ��� ����� �� ��� ������ ��� ����� �������� 8� �	������� ��
�����'���� ��
 ��� �	�������!�� "��"�����-

%

��� ��� �������� �� ������� �	����	
 ���� ��� ������ 9 ���� ��� � ��� ����
��� C� � Geogebra �������������� 
�� ��$ "������ ��� ������ ���$ ����	�$%

����������� �����	
���

������ ��	��� ������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr



 �� �������
 ����
��� ���������� �	 ��
 Geogebra �

��� ��	�)! ��� ��� ������ ��$ ����$ ����	�$� 8� ���	������ �� "������
��� �� ���	� C% �% 9� 4�� �����"�$ ����� � ��	�)! �� ����� �� ������ �������
7�� ��	���	� ��$ ������	��$ �� ��)������� � "����
��$-

4� ��	���	� ��$ ������	�$ �� <=����	����>> ��� ('�	������ ����������� ��
��� �'����� ��$ "����
���-

5�5 ��� �����	
��� ��� ��������	��� ����� ���� ��������

��� �� ���"������ � ��	����	������$ �����$ ��� �	������ ABC ����������
"��"�����-

%

��� ���
��� "������ ��
 ��� �	����	
 ���� �� ���� ��	�)! ��� �	�������
7�� ��	���	� ��$ ������	��$ �� ��)������� � �����$ ��� ��� ��	���	� ��$
������	�$ �� ��)������� � �'����� ��� ��	����	������� ������-

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr

����������� �����	
���

������ ��	��� ������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



 �� �� ��	�������	 ��
 	������	
� 	
� ������ �	 ������ ���	�� ���

5�? ��� �����	
��� ��� ��	������ ���� ������ �� �	���� ����� ���

�(�����$ !"� ��� ����� ���	���� �� �	���� ��� �)�������� ��� ������ ���
� ����������$ ��
 �� �	������-

%

"������ �	����	
 ���� ���� ���� ����� ��� �	����	
 ���� ���� ��� ������ �
��� �� ������-

5�@ ��	 ���� ������

8� ��	���	!���� 
��-

1� �A��� "�����	����� ��� ����������� ��� ��	���	� ��$ ������	��$ � Ge-
ogebra �� �����&�� �� ������ �	���� ��� ����
�	��� �	�)�� ������ ����#
���� ��� ��� ��	���	� ��$ ������	�$�

/� �A��� ���������� ��� �	������ ��� ����� ������ "������ � "������ ���!
������	������ �� <B��"��'����>> ��� Geogebra �� ���� ����������� ��
�)�	������ �� �	������� 7��!��$ ���
 ������� �� �	����	
 �����

5� �A��� '������� � Geogebra � �	�������!�� ���� �� ��	)!

� ��	)! ���! ����&��� 6��� )�	� ��	������ ��)���$ �� �	������ ���
������ �	��������!��� ��� ��������� )�	�� C����� �� "�� ����� ��"��#
����$ �	��������!��� ���� �	������ � �	���! �	������� �� ��	�����&��
��� ��
����� ���
��-

����������� �����	
���

������ ��	��� ������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr



� � 
��	�
������ ���������� �	 ��
 Geogebra !

7��� ��
���� ��
���� �� ������� ��	���
��	� ��� ��� �	�������!��-

� � ������������

�� '�"��������� �� �	������ �� �	����-

?�1 ���	���	 �����������	�������

� �� �	������ Move ���	���� �� �����'���� ��� �� �������!����� ��� ����#
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	����$ �� ����������� �� "���� 
�� ��� ����������� ���� ������������� ��	�
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 ���� ��� ������% 
��� �������% ��� ��#
	���	� ��$ ������	�$� � �� �	������ Intersect two objects �	�������
�� ������ ���!$ "�� ������������% ���� ������$ # ������% �������$ ���� ���
������ ���$� � �� Midpoint �	������� �� ���� ��
$ ��!����$ ���� ��� ��
����	� ���$ �����!$ ���!$�
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 ������������� �� �� �	������ Ray through two points� 7��������

�� ! ���	� �� ��� ����� ���������� �� ������ ���&�� 	
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������� ���� "�� )�	�$ ��� ����� �	�! ��� ��� ��� ����$+� � Geogebra ��
�� �	����������� �����������$ ��� ��	���	� ��$ ������	�$ �� ����"
� ����

?�? ���	���	 ��	 �������

� ���� ���	���� �� )�	����� ������ ��
 ������ �� ������ *�� �� Perpendicular
line+ ��	������ ��
 ������ �� ������ * Parallel line+% �� ���������� �#
�
$ �����	����� ��!����$ * Line bisector+ �� "����
�� �����$ *Angular
bisector+ ��� ������ !"� �	��������!��� ��� �� )�	����� �)���
���� ��
������ �����!$ ���!$ ! ��
 ������ �	�$ �����! ���! *Tangents+ ��� �����$
������ �	��������!���� 7��� ���"� ���! � Geogebra "������� ��� �� �	������
��������!$ �����!$ ! "�����	�� ���$ �����!$ * Polar or diameter line+�
�

?�@ ���	���	 ��	 ������� �	� �������

� �� �	������ Circle with center through point �	�)���� ����� ��
"���� ����	� ���% ��������% 	����&���� �� "��	����� ��� ��
 ��� ������ ���
�� �����'����� 4� �	������ Circle with center and radius �	�)�� ��#
��� ��� ���� ����	� ��� ����$ �� �����'���� ��� ������ ��� �� &��!��� �
Geogebra �� "������� �� ������� �� �	�,���� ����� ��� "��	����� ��
 �	��
������ �� �	��������!����� �� Circle through three points� 4� �	��#
���� Semicircle �	�)�� �� ��������� �� ��	� "������ ������ *�� ���
 ��

�� "�� ��������� ����	�&���� ��
 �� ���	� �� ��� ����� �� ������� ���� ���
������+�

�� ���	�����!����� �� Circular
arc with center through two
points ��� ������� �	����	
 ���� ��
�	�� ������ �% 9% � �
�� � Geogebra
�	�)�� �
'� ������ ��� ���� ����	�
�% �� ��� ��	� ��� �
'�� ����� �� 9
��� �� ���� �	������� ���� ������ ���
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�
 ��������
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�� ������� �
'� ������ ��� "��	#
����� ��
 �	�� ������ �� �	�#
�������!����� �� Circumcircular
sector through three points ��#
�����$ ���� �� ���� �� ������� 7�#
������� 
�� � ���	� ���� ��������

(��
$ ��
 �
'� ! Geogebra ���#
�	���� �� ���"���� �������� �������
4� �	������ Circular sector with
center through two points ��	�#
��� ������
 ����� �� ����	� �� �	���
������ ��� �� �����'���� ��� �� "��	#
����� ��
 �� "����	� ������ ��� �� �#
����'���� ��� �� ��	�������� ���� �#

�������� ��� �� ���"��� �� ����	� ��
�� �	��� ������ ������!$ ��$�

(����$ 
��$ ��	���$ ������� �� ��
�
'� ��� "��	����� ��
 �	�� ������ �
Geogebra ��	���� ����� ��
 �	�� ��#
�����

�� ������ @ ������ ��� �����"��% ������% ��
 ���� "��	����� ��� �����!
���!� 4� ��"�$ ��$ *�����,�% ��	����!% ���	���! ���+ ����	�&���� ��
 ��
���� ��� �������� 4� �	������ Conic through 5 points ���"��&�� ���!
��� �����! ���!�

?�D ������� 	����	����� ����� �	� ������

���! � ���"� ��	����� "��)�	� ��
���� �	������� 4� �	������ Angle ��	����
�����$ �� ���� �� ����������� ��� ���	��� �� "�����	�!���� �����$- 7� �	��
������% �� "�� �����	���� ��!����% �� "�� ������$% �� "�� "��������� ��� ��
��� ��������� (�"��� ���� ��������� ��	������ � Geogebra �� "�����	�!���
��$ �����	���$ ! ��$ �'���	���$ �����$ ��� ��������� ������� �� �� �� ��
�������� ���� "�����	����� ���� ��� �����! ! ��� �	�����! )�	��
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4� �������� "�����	�!���� �� ��
���	� �% F% (% ��� ��� ���� �	�����#
���!���� �� �	������ ��$ �����$�

�� ������� �� "�����	�!����� ����� "������$ ���	�� �	������������ ��
�	������ Angle with given size� 6������$ �	����	� ���� �� "�� ������
���� 3% . � Geogebra �� &��!��� �� "������ �� �	���
 ���� x� 8� "�#
����	����� ��� ������ E ���� ���� �� :% .% E �� ����� ��	�)�$ ���������$
�	������ �� ���� .E ��� ����� ��	�)!$ ��� ��� x�

4� �	������ Distance �������&�� ���������$- "�� ������� "�� �������
��� ������� ��
 ������� 4� ���	� �����$ ��� �� �!��$ ����� "�� ������ �
Geogebra ��$ ����	���� �� ����&����� �(��$ �	
��$ ��� �� ���)�	���� ������$
����� � �������� A "	����$% ��� ��������� �� �� �	������ Slider% ���"�����
�� ��� ������$ ���!��$ �!��$ ! ����� ��� ������� �� ����&����� �	�
��	�
�� "���� ��$�

7��� Geogebra ���	���� �� ����������� ������% �� ������	� ������� 6�#
���� ���� ������ ��� ����� �'�	������ �� ���� ������������� ��� ���� "���	�#
)����$ ������ �	���!� .��������� 
�� �� � �'�	����� ��
 �� ������ 9� ��
�����'���� �� �	������ Locus��� ������� ���� ��� � ��� ���� ��� 9 � Geo-
gebra �� ����������� �� ���������� ��� �� ���������� �� �	���! ��� �	�)��
�� 9�

?�0 ���	���	�����

� Geogebra ��$ ����	���� �� �)�	�
&���� �� ������ ���� ��� ������ �������
"���"! ��!���� �	�������$ ���������$ ���������������$-

• � �� �	������ Mirror object at point �	������� �� ������	��
 �#
�
$ ������������ �$ �	�$ ����	� ������	��$ ������ ������- ��� ���
������! ��� �	������� ������� ���� ��� ����������� ��� ��� ������

• � �� �	������ Mirror object at point �	������� �� ������	��
 �#
�
$ ������������ �$ �	�$ �'��� ������	��$ �	��&
����� 
��$ ���� ��#
	������ ��$ ������	��$ �$ �	�$ ����	�� � Geogebra �������������� �$
�'��� ��� )�	�� ��� �� "���� ������	��
 �� �$ �'��� �����'���� ������
��������� ! �����	���� ��!���
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• �� �����'���� �� �	������ Rotate object around point ��� ��� ��#
������ ��� ����������� S ��� ��� ������ � � Geogebra �� ��$ &��!���
��� �	���
� �(��� 
�� "������ x� 4
�� � Geogebra �� ��	���	�,�� ��
����������� S ���� ����� x ��	� ��
 �� �� �(����� "�� �������$ 
���
��������� �� x-

counter clockwise � ��	���	�)! �� ����� �������� �	�$ ���$ "�����$
��� 	������� "���"! ���� ��� �����! )�	��

clockwise � ��	���	�)! �� ����� ���� ��� )�	� ��� "������ ��� 	�#
������ *�	�����! )�	�+

• � �� �	������ Translate
object by vector ���������� �#
�� ����������� ��� ��� "�������
��� �� ����������� �� ����)�	���
��	������ ���� �� "�������-

• 4� �	������ Dilate object from point ��$ "���� �� "����
���� ��
�	������� �� ����
���� ��
$ ��!����$� �(��� ��� �����	
 ������ A
*����	� ��$ ����������$+ ��� λ ���$ �����	
$ �	�������
$ �	���
$� �
�����
���� ��$ ����������� �� ����� � �� ���� ����������� λ ����#
������� �� ���� ������ M ��� ������ N% �� ��������� ��� M ������
����

−−→
ON = λ

−−→
OM

4� ��������� �	�
 ������
 �$ �	�$ ��� ���������� �	������� �� �	��#
�� �� ����
���� 
��� ��� ������� ��� ��!����$� � Geogebra ���"��&��
�� ����
���� ��
$ ������������ �$ �'!$- (��������� �	��� �� �	������
Dilate object from point ��� ��� �������� ������� ���� ��� ����#
������� ��� ������ ������� �� �	���� �� ����
���� ��� ���� ���� ���
����	� ����������$� 8� ��)������� ��� ��	���	� "���
��� ��� ����#
� �	���� �� ������	������ �� �
�� ����������$� ��� ��
 ���
 �
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��$ �������#
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� ������ d ��	
� ��������� ��� ������ c �� ��	��� C �
� ��� ���������
� λ = 1
2 �

� ������ d ��	
� ��������� ��� ������ c �� ��	��� C �
� ��� ���������
� λ = 2�

?�F ���	���� �������� ������� �	� �������� 	����������

� Geogebra ���	�� �� ������� ������� ��� ��	���	� ������	��$� 4� �������
���	�� �� ��	��������� ������� ��
���% ����	�)�$ ���� ���
 ������� �� ��
�	������ Insert Text� ��� ��� ������! ��� �	������� ����� ��� �������$
�	����	
 ���� ��� ������ ��� ��	���	�� ������	��$ ��� ������� �� ����#
���� �� ������� �� ��)������� ��� ��	���	� "���
��� ��� ����� �	���� ��
�	�,���� �� ������� ��$� 7�� ��	���	� ���
 ���	��� ��� � ������! Latex
Formula� � ������! ���! ��$ ����	���� �� ��������� �����$ �	������������$
��� ��"��� LATEX� 7�� �	���� �������$ ��� �	��	������$ ��� ��� "��"	��!
Help, Contents, Text, LATEX Formulas ���	��� ���$ �������"�$ �"��
$
������� ��� �� �������� �����$ 
��� "�� ����� �'����������� �� �� LATEX�

� �� �	������ Insert image ��� ��� ���� ��� ��	���	� ������	��$
�� ����'�� ��� ��	���	� "���
��� ��� ����� �	���� �� ���	�)�	!����� ���
Geogebra ��� �	������� � ���
�� ��� ������� �� ���������� � ���
�� ��
�������� �$ ���� �� ��� ���� �	����	! ����� ������������ ��� ������ ���
�����'���� 7�������� 
�� � Geogebra ���� ���� ��	��	������$ "����
����$
�	���������$ ���
��� *�� ��$ "���� �� ������ "�'� ���� �� ��� ���
�� ���
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4���$ �� ���! ��� ���"� �	������� ���	��� ��� �� �	������ Relation
between two objects� �� �����'���� ���
 �� �	������ ��� ��� ��������
�� �	����	
 ���� "�� ����������� � Geogebra �� �	�����!��� �� ��$ "����
���	�)�	��$ ��� �� ����� ����'� ����� ��� ������������� ��� ��	�"����� ��
�� �� �	������ ���
 ������	!����� �� ����	������ "�� ������$ �
�� � Geoge-
bra �� ��$ �����!��� �� �� ������$ ��������� ����� ��	������$ ! �����������
 ��	����������� �� ���
 �� �	������ ��� �� "���� ����$ ����� �� "����
����$
����

?�G ��������

4� ��	���	� ������	��$% �����% ��������&�� ��� �
�� ��	�$ 
��� ���"��&��
� Geogebra� ��	���� �� ������������� ��� ���"�� �	������������$ ��
�	������ Move Drawing Pad� 4� �	������ Zoom in ��� Zoom out H��������
��$ �	�)����$ ������	���$� � �� �	������ Show/Hide Object ��� Show/Hide
Label ���	���� �� ��)�������� ! �� ����	�,���� ����������� ! ����	�)�$
������������ ��� �� �� �	������ Delete Object �� "���	�,���� ������������

� Geogebra ��$ ����	���� �� ������� ������$ 	�������$ ���� ��)����� �#
�
$ ������������� ���
 ������� �������$ "�'� ���� ��� ����������� ��� ��� ��#
������% ��
 ��� �������� ��� �� ��)�������% ����������$ Properies� ���'�
����� ���	���� �� ����'���� �	����� ��"�$ ��� ����$ �	�����% �������% ��
�� ��)���&���� �� 
���� ��� ������������ ����  ����
� ����$ ��$ 	�������$ ���
�� ������� �� ������ ����������� �� ������� �� ��$ ����)�	���� �� ���� ��#
���������� � Geogebra �� ����������� ���
���� �� �� �	������ Copy visual
style- (��������� �� �	������ ��� ���� ������� �	��� �	����	
 ���� ���
����������� ��� 
� ���� ������� �� ����)�	���� �"�
����$ ��� ���
��� ��#
����� ���� ��� ! ��� ����������� �
� ���� ������� �� ����)�	���� ����$
��$ �"�
����$�

 � ���� �����!�

(�"��� 
�� �� �	
�	���� ��)���&�� �	�� ��	���	� ��� ������ ���)�	��� ���
"��� 4� �	��� � �	���! ��� ������� "���� ��� "����
���� �� "������ ������$
���� Geogebra�  ����$ ��
 ��$ �	�����$ ��$ �	�������!��$ ���� ��� ����$
��
�� ���	���� �� ������ ��
 �� �	���! ������� ��� ������� �� ��������	�
��	������ 7��� �	�������
���� � �	���! ������� ����� ������ �� ��� �����
���	���� �� �'�����!����� ��� ����	� ��$ �"�
����$ ��$ Geogebra� 4��
�	���! ������� �� �� ���	������ ��������
��	� ��� ��	�"�������� �$ "����

��$ �	�� ��	�"��������

• 7�� ��	���	� ������	��$ ���	���� �� ��������� ��� ������ �� �� �� ��#
������� �	������ ��� ��� ���� ��� ���������� 7�� �	���! ������� �	���
�� "������ �� 
���� ��� ��� ��$ ������������$ ���� ��� �� ���������
�� ������ A(2, 3) �	��� ��� �	���! ��� ������� �� �����	����!�����-
A=(2,3) ��� �� "������ Enter� � Geogebra �� ���"����� �� ��	���	�
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��

������	��$ ��� �� �����	���� �� ��	���	� ������	�$�

• (�"��� �	
���$ �� ���$ ������$ ��������� ������$� �A��$ ��� ������
��	��	�)���� ��� ��
 ��� �'����� ��$� �� �	�,���� ��� �'����� ���
�	���! ��� ������� � Geogebra �� ��$ "���� ��� 
���� ��� �� ���
��)������ ��� ��	���	� ������	��$ ��� ��� ��	���	� ������	�$� ���
�� ��������� ��$ ������$ y = 3x + 4% x = 5 ��� 2x + y = 4 "�� ������
��	� �� "������ ��� �	���! ������� ��$ �'������$ ���$ ��� ���� ��

���� ��� Enter� ;������$ ����
�
y=3x+4
Enter
x=5
Enter
2x+y=4
Enter
�� ������ ������

• �A��$ ��� �� ��$ ������$ ���	���� �� ��������� ������$ ��� �� ��$ �#
'������$ ���$� A� ������$ ���������� 
��$ ��� ������ Basic "���"!
�� �� ������� ˆ� �(��� ��� �� ��������� ���$ ������$ x2 + y2 = 16%
(x − 1)2 + (y + 3)2 = 9 �� "������-
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# $��
�	% &��
�
� �	� '(���� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

x^2+y^2=4
Enter
(x-1)^2+(y+3)^2=9
Enter

��� �� ��)�������-

" #����$ %������ ��� &'����

D�1 �����	�	  ! "	���

��	� ������
��� ����������� 7��� ������ ��/ ���� 125 ��$ �����#
�	�$ ��$ �� C������ &������� �� ����� �	�)��� �� �������-{

x − y = 4
x + y = 2

6��� ��� ��
 ��$ �'������$ ��� ����!����$ ��	��������� ��� �����"� �� ���
������� 6������ �� �	�)��! ��	������ ��� "�� ������� �	������� �� ����

������ ���!$ ���$� 4� &����$ ��� ������������� ����� ��� �������% ��
���	��� ������% ����� ��� � ���� ��� ����!����$� �� ����Geogebra ���������
��$ �'������$ ��� "�� ������� ��� ��� �������� �	���� �� ������ ���! ���$

�� �� �	������ �� ������ �� ��
����� ��!��-
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� #�) ��������� � � ������

� Geogebra ���� �������� �� � �� ������ ���!$ ���$ ��� ��� ��	���	� ��$
������	�$ �	�)�� ������� ��� �������� 
�� � ���� ��� ����!����$ ����� ��
&����$ x = 3, y = −1

��	� ���������� �� ������
��� 7��� ������ 9�/ ���� 12G ��$ ���#
���	�$ ��$ �� C������ &������� �� ����� �� �������-{

(λ − 1) x − 2y = 1
4x − (λ + 1) y = −2

("� �� ���� ���! ��� λ ����������� ��� ��� ������	����� ������� ��� ��
���� ��� ������ ! ����	�$ �����$� ��� �� ��������� ���� Geogebra �� �������
�	���� �� "������ ��� �	�������! ���! ��� λ �$ ����� λ = 0 ��� ���� �� ���
����&����� 7�� �	���! ������� ����	�������� �	
 ��� "������ Enter
�������� 4� ������� � 
��$ ��� ���� ���� �������
 ��	���!	� "�� �� ��
�������� ��	�&����$ ��� (������� �� �����	��
��� ���� ��
 �� ��"��
 ��"��

��� "������� � Geogebra ��� "�'� ��	�$ ��$ �	���!$ �������- (��������
��	� ��$ �'������$ ��$� � '������ 
�� ������ "������ 
�� λ = 0 �������$
��� ����$ �����	��������-
�����x��y	�
Enter
�x�����y	��
Enter
� Geogebra �������������� ��$ �'������$ ��� λ = 0 "���"! ��$

−x − 2y = 1, 4x − y = −2

�A��$ ��� ��� �	��������� ��	�"����� �� &��!����� ��
 ��� Geogebra ��
�	�� �� ������ ���!$ ��� "�� ������ �� �� �������� � ��� ��� ��	���	�
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# $��
�	% &��
�
� �	� '(���� ���������� �	 ��
 Geogebra �!

������	�$ �� "���� ���� �	�������� ��$ ������������$ ���- #2%@D ��� #2%//�
A� ��	����$ ������������$ ��� �	�������� ��
 �� ���� ��� ����!����$ −x−
2y = 1, 4x − y = −2 ����� x = −5

9 = −0, 55556 ��� y = −2
9 = −0, 22222� �

���
�� ��� �� ��	�����&���� ���� ��
 
�� ���� �� �����-

4� ������� 
��$ �� ��$ ����$ ����$ ��� �I ��	���� �� ����&���� ��$ ����$ ���

� �$ �'!$� ��
 ��� �	�������!�� ���������� �� �	������ ��� ������� "�#
��
 �	����	
 ���� ��� ��	���	� ��$ ������	�$ ���� ��	���! ��� �	�)�� �	
�
� ��	���! �� �����	���� �� ��� ������� "���
���� �� ����
� �����	����!#
����� ��� ���! ��� � ��� "������ Enter �� ����� �� ��� ���� ��� ������� ���
���! ��� ���! ��� �� ��	���� 
��$ �� ��	���� ��� �"�� ��$ ������������ ��

������ ���!$ ��� "�� ������� �$ �'!$� � �� �	������ ���������� ��
 ��
��	���	� ������	��$ �� ������ � ��� "������ "�'� ����� ��
 ��$ �������$ ���
�� ��)�������� ���������� Properties ��� ��� ��� ��	���	� ��� �� ��)���#
���� ���	��������� �� Show Trace ��� "������ Apply� �(��� ������ "������
��� Geogebra 	� ����	�� �� ��	�
 ��� ������� ��
 ���	 ���� ������	������
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�" #�) ��������� � � ������

6��
��� ��� ��	���	� ��$ ������	�$ "������ �	����	
 ���� ���� ��	���!
��� �	�)�� �	
� � ��	���! �� ��	�&�	�� ��	�$ ���! �� )�	� �� ��)������
������� "���
���- � �� �	��!����� �������� ������ ��
 �� ��!��	�
Shift ��� ����	
��$ ������ ������ ��
 �� ������� ��� �����	������� ��
"���� 
�� � ���! ��� � ����&�� ��� �� ������ � ������������ �)!�����$ ���
����$� �� ���!����� �	���! �	� "��)�	� ������� �� ������% ��	����% ���
��
����� ���
�� ��� ��$ "���� ��� �"�� ��$ �	���!$ ��� �	�)�� �� ����
 ������
��� ������� 
��� � ��	����	�$ ����&��-

�� ������� �� ��!��� � �	���! �	��� �� �������!����� ���)	� ��� ���)�����

���"����$ �� �� �	������ �

�(��$ ����$ �	
��$ ��� �� ���)�	���� ��������$ ��� � ����� �� �� ���"�#
����� �� ������ "	����� ;������$ "�'� ���� ���� ��	���! ��� �	�)�� �	
 ��

��� �������� ��� �������� ��� �� ��)�������� ���������� Show Object�
7�� ���� �	����	
 ��	�$ ��� �	���	�� ������	��$ �� ��)������� ���$ "	�#
���$ ��� �� �-

��	���� �� ����'���� �"�
����$ ��� "	���� �������$ "�'� ���� ��� ��
 ���
�������� ����������$ Properties� 8� ��)������� ���$ ������$ �� �"�
����$
��� "	����-
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���
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# $��
�	% &��
�
� �	� '(���� ���������� �	 ��
 Geogebra �#

A ������$ ���
$ ����� �����
$ ������$ �"���!��� ��� ��)���&���� �� ��	������$
�� ���� ����������� ��$ Geogebra� ��	���� �� ����'���� �� �	����� ��$
�	����$ �� ���� ���� (�"��� ��� �� "	���� ��"��)�	�� ����� �� ��	�����
�"�
����$-

����
���� 6��� ��
 ��� ������! Interval ���	���� �� ����	������ ��$
����$ *�������� ��� �������+ ���
$ ��� ������ �� ������������ � ��	�#
���	�$ ��� 	����&�� � "	����$�

����� � ������! Increment ��$ ����	���� �� �� ����	�&���� ��� ��'���
"���"! �� �!�� �� �� ����� �� ��'������ � ��	����	�$� ��	
 �!��
�������� 
�� � ��	����	�$ ��'���������� �� ���	�$ ����$ ���� �!�� 2%1
�������� 
�� ��������&����$ �� "	���� � ��	����	�$ ��'���������� ����
1J12� 7�������� 
�� ���	�$ ����$ �������	��� �� ��	�'� ��� �����$
��
$ ������� ���� ��	������ "����� ��� ��	��! �������������

D�/ #�� ���$��	�	 �������

����
��� ���������	 � ������ �/ ����"� 0@ ��� ������� �����#
�����$ ��$ 9� C������ &����� �� "������ 
�� �� ������$ 5x − 8y − 51 = 2 ���
5x− 8y + 68 = 0 ��� ��� �������� �� �	���� � ��
����� ���$� �� ���������
���� Geogebra ��$ "�� ������$ ���	���� �� ��$ ����	������ �� �� �	������
� 8� ��)������� ��� ��	���	� ��� ��$ ���	�)�	�� 
�� �� ������$ ��$ �����

��	������$-
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�$ #�� ��� ��� ������ 	��	��


� ��
����� ��� "�� ������� ���	�� �� �	���� �� ������$ �	
���$� �(��$
����� ���
$ ��� ���"������� � ��)����� ��$ ������$�  	��� �� �� �������

��� �� �	������ ����������� ��� �	�! ��� �'
������� �� �� �	������

)�	����� ������ ��
 ��� �	�! ��� �'
��� ������ �� ��� ������ �	� ���

���� ���� ��� �� �� �	������ ����������� �� ������ ���!$� �� ��	�

�� �� �	������ �	������ �� ��!�� ��� ������� ���!$ ��� ��	���	� ��$
������	�$ �� ��)�������% ���� ����������% �� �!��$ ��� � ��)���$
�� ����� �	���'�� 
�� � Geogebra �	���������� ������ ���� ��� ���"������!
��� "���"��� ,�)��� �(�� ���� �	
�� ���	�� �� ��$ "���� � �	���! ��������
� Geogebra ���� �������� ��$ ������$ ��$ a ��� b� (��������� ��� �����!
Distance-

��� "������ �	����	
 ����� 7��� �	���! ������� ��)���&���� � �����!-

7�����	������ ��� ���
 ��	� ������� ��� ������	� "���"! ���� ��� ����� �
��	��	�$ �� �� ��
���� ��� "�� ������� ��	������� �� �
���� � �����! ��
�����-

��� "������ Enter� � Geogebra �� ��$ "���� ��� ��	���	� ��$ ������	�$
��� ��
����� ��� "�� ��������
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# $��
�	% &��
�
� �	� '(���� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

�����
�� ��� ��!���	 "���#	�$� ��
 �� ������ ����������$ ��$
9� 4�'�$ ���	����� �� "�"����� ��$ ������$ �0(ii) ����"� 0@� (�������� ��$
��	�)�$ �	�)����$ ��� �	���! ������� �	������% �	������ ��� �	������

7�� �������� �� �� �	������ �������&���� �� ��������% �� �	��������
�	�����% �� ��	�)�$ ���� �� ������ *� ��	�)! �� ��� ����� �	��&���� ��
�������� "�� )�	�$+� 7�� ��	���	� ��$ ������	�$ �� ��)������� �� ����"
�
��� �	������ �� �� ��	)! p=35 ��� �� �!�� ��� ����	�� ��� �	������ ���
� Geogebra �� ���� �������� a, b� �� �$ ����� 
�� � ��	����	�$ ����� m�
�	�)���� ��� �	���! ������� a+b� � Geogebra �� ��$ "���� ��� ��	���	�
��$ �����	�$ ��� ��	����	� ��� �9�- �

�(����� ���)�	�� 
�� ���	���� �� ����&���� ��	���$ �"�
����$ ��
$ ����#
��������� ���
 ������� �� �	����	
 ���� ��� ������������ 7�� ������	�����
��!�� �� ��� ��	�"����� ������� ���� ��� �	����� ��� �����'���� Properies
�� ������ �� ��	����� ��	���	�-

��	���� �� ���	����������� ����&����$ �� �	��� �� ��"�$ ��� �	����� ��
������� ����
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�� #� !��� ��� ������ �	 ������

D�5 %��	 ���$��	�	 � �������

�%��
��&	� �����$ ��� ����� ��
� �$
��� 7�� ������ �����#
�����$ ��$ 9� ��'�$ ���� �)�	���! ��$ ����"�$ F@ &������� �� ������ �)�#
��
���$ ��� ������ x2 + y2 = 5 ��
 �� ������ A(3, 1)� ��� �� ����� ���
 ��
��� Geogebra �	��� �� ��������� �� ������ ��� ��� ����� 
��$ ������ �����-

x^2+y^2=5
Enter
A=(3,1)
Enter

6��
��� ���������� �� �	������ ��� ������� �	����	
 ���� ��� ������ ���
��� ������ � Geogebra �� ���"����� ��$ "�� �)��������$ ��� ��� ��	���	�
��$ ������	�$ �� "���� ��� ��$ �'������$ ���$ *����	����� �� ��$ �'������$
��� "���� �� ������+� ��	���� ��	� �� �	���� �� ����� ���$ �� �� �	������

��� �� ������ �� ����� ���$ ��� �� ���	� ��$� � Geogebra ������������

�� �� �)���
����$ ����� ������$�

'&	
�� ��� ��
	� �����	� 7��� ������ �D ��� ������� ��������#
��$ ��$ 9� ��'�$ ����"� FF &������� �� �	���� ����	� ��� ������ ��� ������
x2 + y2 + 4x − 6y − 3 = 0 ��� x2 + y2 − 10x + 12y − 20 = 0� (�������� ��$
�'������$ ��
��� �	���! ������� �	�)����$-

x^2+y^2+4x-6y-3=0
Enter
x^2+y^2-10x+12y-20=0
Enter

� Geogebra �� ���"����� ���$ ������$ ��� �� ���$ �������� c ��� d� (�"���#
��� �� ������ �� ��� ��)���&���� ��
���	�� ��� ��	���	� ������	��$ ��
�� ��
�	������� �� �������!���� ��� ���)����� ���"����$ ��� �� ����'��� ��� ����#
������ � Geogebra ��� �������� ��$ �'������$ �� �������� ��	)! ��$ ��	��#
���&�� ��� ��	���	� ��$ ������	�$ ������$ ����� �����!	��� ���	�������
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# $��
�	% &��
�
� �	� '(���� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

��"� ���	���� �� �	���� ����	� ��� ������$� K��
�� �$ �	��������!�����
��� �	���! ��� �������� �� �����'���� ��� �����! Center "�� )�	�$ ���
���� )�	� �	�,���� �� ��
���� ��� ������ "���"! c ��� d �� ��)��������
��� ��	���	� ������	�$ ���� ��� ��$ ������	��$ �� ����	�� �� ������� ��
�"�� �� ��� �����! Radius �� ������ ��� ��$ ������$�

(� �����	 ��	��� ���%�� 7��� ������ 9/ ����"� FF ��� �������
����������$ ��$ 9 C������ &������� �� ���"��'���� 
�� � ������

xσυνϕ + yημϕ = 4ημϕ − 2συνϕ + 4

�)������� ���� �����

x2 + y2 + 4x − 8y + 4 = 0

8� "���� ��	����� ��$ � Geogebra ���	�� �� ���	����� ���
 �� &!����� (���#
����$ �	��� ��� �'����� ��� ������ ��� ��� ��"������! ���! ��$ ��	����	��
� ��� ����$ ��� �'����� ��$ ������$� K$ ���! ��$ ) ���������� ��� ���! )L1
*1 �������� 1 ������� ��� ����� ��	���� @0 ���	�$+� � ���	� ��� ������� �����
� ��
�����-

x^2+y^2+4x-68y+4=0
Enter
�	�

Enter
x * cos ��� y * sin ���	� � sin����� � cos��� �

Enter
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�� #� !��� ��� ������ �	 ������

� Geogebra �� ���"����� ��� ������ ��� ��� �����-

�� �� �� �	������ &��!�����
��
 ��� Geogebra �� ����	���� �����#
� # ����� �� ��$ ���	�)�	!��� 
�� �
������ ��� � �����$ �)���������

9����� ���
 �� �����	���� �)�	� �
�� ��� ��"��! ���� ��$ ������$ ��� ����#
������� ���� ���! )L1� ��� �� ��	���� ��� �"�� ��� ��$ ����$ ����$ ���	����
�� ������������ �� ) ���"�����$ ���! ��� ��	����	� �� ��� "	���� ��
�� �
������ �� ����&�� ����� (�"��)�	�� ����� �������$ "�'� ���� ���� ������ ��
"�������� ���$ �"�
����$ 
�� ������� �� ����$ �� ����� ���	�
� �� �� �������
���
 ��� ��'���������� �� � �� ������ ��� ��
����� ��"��)�	���� ���
��-
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� '����*� +��*� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

( &����)� ��)�

0�1 �������	 ������� ����

������ !����#	 �
�����	 �� ��	��� 
��� � �� ���������
���� Geogebra ��� ����������! �'����� �� ������ �� "�� ���������$ ��
�	��	���� �������������� 
�� �	
������ ��� �'����� �����!$ ���!$% ���� ���
�	��������� ��
 �� ���	�� ��� ���� �� "����
���� �� �������&�� �� ��������
��$� (�������� ��� ���	���! 9x2−16y2 = 144� � Geogebra �� ��$ "���� ���

���� ��� �� ����� � �	��� ������� ��� ���'�	��&
����� �� ����� c� �� ��	�
�)�	�
����� ���� c ��$ ������$ Asymptote% Axes% Vertex% Eccentricity
� Geogebra �� ���"����� ��� �� �	�,�� ��$ �'������$ ��� ����������% ��
���"����� ��� �� �	�,�� ��$ �'������$ ��� �'
��� *�$ �	�$ �� ���"����� "��
�� ��	���	!���� ������ "��)�	� "�
�� �� �'���$ ����� !"� ���"��������+% ��
��������� ��� �� "���� ��$ ������������$ ��� ��	�)�� ��� ����$ �� �	�,��
��� ��	���	� ��$ ������	�$ ��� ������	
����-

������������ '�	��� "��� ��� ) ������ (���� �����
 
��
��
 @ ������ "��	����� ��� �����! ���!� � Geogebra ���	�� �� �������&�� ���
�'����� ���!$ ��$ �����!$ ���!$ ����$ ��� �� ��� ���"������ 9����� �������
�� �� ������! ��� ������� � �����! "�� �� ����� �� �������! ���� "���"! ��
�'���$ ��$ "�� �� ����� ���� ������� �� �'���$ x′x ��� y′y ���� � �'�����
��$ �� ����� �� ��� ��
 ��$ ��	)�$ ��� ������ ���	����� 8� ��)���&���� ����
�����! ��	)!-

ax2 + by2 + cxy + dx + ey + f = 0

7�� ��
���� ��	�"����� �� ��������� ����$ �� @ ������ "����	����$ ������
��"�$ ������	��$� 4� ? ��
 ���� �� �� �����'���� �� ��!���� ���� �����
x2 + y2 = 25� (�������� ��� ����� ��� ���� "������ A=(4,3)% B=(-4,3)%
C=(-4,-3) ��� D=(4,-3)� 4� ?� ������ �� ����� ��� ��������
 ������ ���
x′x� ��� �� ����
 ���
 ��������� ��� ��	����	� m �� �	���! ���! m=5 ���
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� ��) �����	�� ��
���
 ����


�� ������ E=(m,0) �� ����� �� ��!��� ��)���$ ���� ����� x2 + y2 = 25�
7�� ��	���	� ��$ ������	�$ �� "�'� ���� ��� m &����� ��
 ��� Geogebra ��
��)������ �� ����������� ��� ���� �� "�'� ���� ��� "���� ��� �� ��������% ���$
�"�
����$% ������� ��$ ��
�����$ 	�������$-

"���"! ������ ����'�� �� D22 �� ������$ ��� "	����% ������ ����� #12 ���
12 �������� ��� ������� ���! ��� �� m ��� ������ 	������� �� �!�� ��� 1J122�

6��
��� ���	������� �� �	������ ��� ������� ���� �� ���� ��� ��
 ��
����� ������� � Geogebra �� ���"����� ��� �������
���� ����� �� ��� �	���

�� ��� �������� d ��� �� �����	���� �� ��	���	� ������	�$ �
� �*��
�+
�&	� �	
��&���	�� 6������ "�'� ���� ��� d ��� ��	���	� ������	�$ ���
��
 ��$ �"�
����$ ���������� ������� *Filling+ ��� �� /@� 4���$ &����� ��

��� Geogebra �� ��$ ���������� ��� ������	
���� ��$ �����!$ ���!$ d ��
��� �����! Eccentricity[d]� 4� ��	���	� ��$ ������	�$ �� �����	���� ��
��� ���! a=0 "�
�� � ������	
���� ��
$ ������ ����� 2� ����������$ ��	� ��
"	���� *������ �	���� �� ���� ��	������� ���� ���! @+ ��������� ��� ������
��� ������� ( ��� ��	����������� ��$ ��������$ ��$ �����!$ ��� "��	�����
��
 �� @ ������� 7�������� 
�� �� �	������������� ��	�$ ��	�����&�� �����
�� ���
����� ��$ �����!$� 4� �*�
����� ���	��&���� ��
 �� ������ ��

�� ����� ���	��� �� ������ �)��������$ ���� �����!�
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� '����*� +��*� ���������� �	 ��
 Geogebra �!

0�/ & 	�	��	����� �������	 ��� ������� ����'

, �	�����
��� ����
�
� 
� ����!��� � (��������-

• ��� ��	����! y2 = 4x

• ��� ��	����	� m �� �	���! ���! m = 2

• ��� "	���� ��� ��� m

• ��� ������ y = m

��� ��� �������� �	������� �� ������ ���!$ ��$ y = m �� ��� ��	����!%
��� �)�������� ��$ ��	����!$ ��� ������ ���
 ����$ ��� ��� ������ ����
�)��������� 4���$ �	������� ��� ������	��! ������ ��$ y = m �$ �	�$ ���
������� �(��� � ������ y = m ���� ���������� ���� ��	����!� E����� ��

��� Geogebra �� �	�� ��� ����� ��$ ��	����!$� ���
 ������� �� ��� ����#
�! Focus� ����������$ ��� "	���� �� ������������� 
�� �� ����������$
"��	������ ��
 ��� ������ 4� ��	����� ��!�� ����� �� ��
�	�,� ������$ ���
�)���
����$ *"�'� ���� ��� �����	�������� ��� Show object ��� �� �������#
�� ��� �����$ ��$ y = m ��� ��$ ������	��!$ ��$ "���"! ��$ �	����������$
��� ��$ ����������$� 4� �!�� ��� "	���� ���� 	�������� �� 1�
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�" �� ��� �	��	������ �����

, �	�����
��� ����
�
� 
� 
&����-� � (���� �����
 
�� �� �#
����� ��� "��	����� ��
 ��� ����� ��$
�����,�$ ��� ���������� ���� �����,�
�� "������ ��
 ��� ���� ������ ��#
	���� �� ������ ��� "���	���� ��	
#
���� �� ������ ��$ ��	����!$ ��� ��
������������ ���
 �� �����
$�

0�5 #�� ���������� �����

.� ������
���& �*��#��� �� &����-� � (���� �����
 
�� � ��#

���,� x2

α2 + y2

β2 = 1 ���	�� �� ��	��	�)�� �� ��$ ��	����	���$ �'������$-

x = ασυνϕ y = βημϕ


��� ϕ ∈ [0, 2π)� ���
 �������� 
�� ���� ������ ϕ ∈ [0, 2π) ��$ ��	�����
��	)!$ ��!��� ���� �����,� ��� ������	
)�$ ���� ������ ��$ �����,�$ ���	��
�� ��	�� ��� ��	����� ��	)!� 4� ������ ����������$ ��$ 9� C������ ����
����"� 12D "���� ��� ������	��! �	������ ��� ������ ��$ "���� ��$ ���	����
�� ��������� ���! ��� ��������! �� ��� Geogebra� ���)�	���� ��� ���#
)����� ���"����$ ���� � �	�! �� ����� ��� ����	�� ;������ "�� ����$ ����$
����'���$ ��$ �����$ ���������- a=5% b=3� 6��
��� �)�� �������!����� ���

������ � ���� �	�! ��� �'
��� �� �� �	������ �	�)���� "�� ��
���#
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� '����*� +��*� ���������� �	 ��
 Geogebra �#

�	��$ ������$ �� ����	� ���
 �� ������% ��� ������$ � ��� �� 4����������

��� ������ ���� ������ ����� ���� 9 ��� �� �� �	������ ���������&����
��������� �� �	�! �� � ��� "��	����� ��
 �� 9� E����� ��
 ��� Geogebra ��
�	�� �� ������ ���!$ ��$ ���������$ �� ��� ���	
 ������ C����� � Geogebra

�� �������� ���
 �� ������ C� � �� �	������ ���"��&���� "�� ������$
��	������$ ����$ �'���$ ��� �	������� �� ������ ���!$ ���$ D� � �� �����#
�
 �	������ "�����	����� ��� �� �	����� BCD� (���� �	�)���$ 
�� �� ������

D �'�	����� ��
 �� 9� 4�	� ���	��������� �� �	������ �� �� ����� �
Geogebra �	����� ������	����$ �
���$ ��� ������� ���� �	��� �� D ��� ����
�� B� � Geogebra �� ���"����� ��� ������	��
 �
�� ��� D ��� ����� �����,��
�� ��� �� ������ D ���	�����!����� ��� ��������� �����$ ��� �����'���� ��
9 �
�� ���	���� �� �� ������� ��� �����	������� �� ���!����� �� 9 ��� �
��������� �� ��$ "���� ��	��� ������
���� ��$ ������$ ���� ���� �����,��

. �����-����%� � �$ �����#
����� 
�� ��� �����	���� ��!�� ���#
��	�� �!���$ ���������� �� "�� ����#
��$ ���������$� ;���"! ����&�� ����
���� �� ��� ��	� ��� �	������� ��� ��#
� ������ ��� �� ���� ���� ����� ��
������! ������ ����� �� &������� 
 ��#
����	��
$ �
��$ ��� ����� ����

� �������� ����� ������- �� )�	���� �� "������ ��� �	�������� �	������
���! �� ����� �����	! �)�� �� ����� ��� �� �� ���
 ��$ �����	!$ ���������#
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�$ �� ��� �	��	������ �����

��$ ���� (������$ �� ���� �� �	�)�� ��� ����	�������� �� ����	� �� ����

������ ��� "�� �������� �(�� ��� "������ �	����� ���� �� ��
������ 4�
��������� �� �� ������ "�� ����� ���� ���� ������ ���� �����	
 ������ ���
�����	����� ��!����$I 4� ���� ���
 �'�&�� ��� �
�� �� �� �����!���� �	�#
�����������$ ������������$� �$ "���� ��$ ���	���� �� �'�������� �� ����
�� ��� Geogebra�

�$ ���������� m = 5 �� �����	
 �!��$ ��� ��!����$� 8� ���	!����� 
��
�� ��	� ��� ����������� ����$ �'���$� 4� ��	� ��� ��� �� �������� ���� y′y
�� ����� ��$ ��	)!$ A(0, t) 
��� 0 ≤ t ≤ m� (�������� ����
� �� m = 5 �� t
�� �	���! ���! t = 3% �� A� 4���������� ��� �� t ��� "	���� ���� ����� ��

��$ �"�
����$ �	�&���� �������� ���! ��� �� t �� 2 ��� ������� �� m� ��� ��
�	���� �� ���� ��	� ��� 9 �	��� �� ������� ��� 
,�� 
�� �� ��!��� ���� �����

����'��� x′x ��� �� ������ ��
 �� � ��
����� m� ��	���� �� �� �	����
�	�)����$ ��� ����� �� ����	� � ��� ������ m �	������������$ �� ������

�	������� A �����$ �� ��!��� ��� x′x �� "�� ������ ��� �� ��������&���� ��
:%9 �������$ "�'� ���� ��� ����������$ �� redefine *9 ������ �� ��$ ������$
������������$+ �$ �	��"��	������ ��	� ��� �����	
 ������ ��� �9 ��� ��
�	���� ��� �
�� ���� 4� ������ ���
 ���� C ����	�&���� ��!	�$ ��
 ���
�
�� AC/AB ���� s = 1/3� 4� ������ C �� ���� ��� �"�
����

−→AC = s
−→AB�

(������$ ���	���� �� �� �	���� �	������������$ �� �	������ �� �� �����
�� �	���� �� ����
���� ��� 9 �� ����	� ����������$ � ��� �
�� ����������$
s� �� �����'���� ��������� ��� �����$ ��� C �� "���� �� �	���! ��� �	�)��
� ����� 
��$ ���"��������� ����� �����,�� � �"�
���� ���! �	�������� ����
��������! �����,��	�)�� ��� !��� 
	���� ��� ��� ���"���� �����,����

����������� �����	
���

������ ��	��� ������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr



 ,
���*�
�
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 Geogebra ��

* +����)����� ��� #��,)�����-

7��� ��
���� ���! ���������� 
�� ����� ������������ ��� "���� ��$ ������
���
��% ���	�� �������$% ��� "������� ��������$ ����� Sylvester� �� "��
����� ! "� ���	���� �� �	���� �	������������� ������ ���� ���
�� &��� !

���	����� � �� �	������ ������������ ��� ���
�� ��$ ��� "����	�
����	���
	��� 7��"����� ��� ������ y = x + 3 ��� �������� � ��� �	�!

��� �'
���� (��	���������� �� �	�����
 ��� "���� �	����	
 ���� ����
���
�� ��� ����� ��� ��� �� 8� ��	��� �� ������	��
 ��� �$ �	�$ �� ����'��

�	������ ���	���������$ �� � ;���� ���� ���� ���
�� ��� ���� �������
8� ����� �� ������	��
 ��� �$ �	�$ �'���-

����������� �� �� ������� �� ���� ��� �� "���� ��$ �����	�)�	����� �� ���#
���	��� ����

����'�� ��� ��� ��	���	� ��$ Geogebra *File, New Window+� 4�����#
������ ��� ������ � ���� �	�! ��� �'
��� ��� �������� ��� ����� x2 + y2 =
25� 4����������� ��� ��������� �� �	�! ��� �	�! ��� �'
��� ��� "��	��#

��� ��
 ������ ������ 9 ��� ������� � �� �	������ ��	���	�,�� ���
��������� ��	� ��
 �� � ���� ����� 52 ���	��� � Geogebra �� ��)������
��� ��� ��������� ��
 �� � ��� ������ ��� ����� ��� 9�� (������� ���� ���
���
�� ��� 7������	�� ��� ����� "�'� ���� ���� ��$� 7��$ �"�
����$ �����'��
� ����� Corner 1 ����� 9� ��� � / �� ����� 9� 6���� ��	� �	����	
 ���� ���
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. #����������

G�1 %	 $	���	

/��	�$���� � (���� !"� ��
 ����� ���!���� �'����������� �� ��� ��#
���� ��$ ����	����$� .�������&���� 
�� ��� ����	���� ����� ��� "��"������
��� �� �	�����$ ������������� �	�����$ ���� ���� �� ���� �	���
 �� ����#
������� �� ���� ���$ �	���
$� ���
 �������� 
�� �� ������ ��� ����	���� ���
��� �	���
 "�� �	������ ���	��� �� �������-

� � ����	���� �� ������������� �� ���
 ��� �	���
 ��� ���� ��	�$ 
��$ ��
������������� ��� ��� "����	�

�
� � ����	���� "�� �� ������������� �� ���
 ��� �	���
 ������ �	���


7��!��$ �� ����	�!���$ ��	��	�)����� �� �����$ �� ��� ���
 "�� ����� ���#
	������� 4���� ����
� �)�	�
&����� �� �	�����$ ��� ������ ����	�!���$� �$
��	���� ��� ����

y = 30 − x

�� "������ ��� ���! ��� x �$ ����� x = 1 �
�� �� ������ ��� ���% �
��% ���!
��� y ���� �	�������� ��	������ y = 29� ��
 �� �����! ��� ���)��������
���� ���! �� "������ ��� x "�� ������ ������ ��)������ ���� ���! �� ��	�� �
y� A ����$ ���
$ �	�&�� ��� ����	�����  ���$ ����$ "� "������ ���	�� �� ��	��
� xI �� �	!��	� �������� �� ���	���� �� !���- �	������  ���� �	�����

��$I ���
 �'�	����� ��
 �� �� ����� �����$ �� ��)	���� �� ���
 ��� �����
�� ��� ��	�"����� ������$ '������� �� ��	� ��� �� 52 ��	� ���� ����� �
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. $��	����
�� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

��	����� ����$ ���	�� �� ��)	���� �� �� �� ��� ��������� �� ������� x ��	��
4� x �� �	���� �� ���������� ����'� 2 ��� 52� �� ������� ������� �� �������
	�������$ �� ���)��!����� 
�� �� x "� ���	�� �� ��	�� 
��$ ��$ ����$ ����'� 2
��� 52� 7��)����� ��$ ���	�� �� '�"�,�� �����$ 15%555 ��	�� �� "���� 
��$
��� ���� ���
 '�	� �$ ���������! ��)	��� �
�� ���	���� �� ����	�,���� ���
x �� ��	�� 
��$ ��$ �	��������$ ����$� ��$ ��� ����� �'����������� �� ���$
����"����$ �	�����$ ������� 
�� "�� ���	��� ������ ���
"�� �� ��	�� 
 x ���
����"���$ ����$�

���� �������0 ��	��� 
��#	 7�� �������� ��������� "���������
�� ����	�!���$ ��� ���	���� ��� "����� �	��������$ ����$ "���"! ����	�!���$
��� )�	��� ��� ������ ������
���� ����� �� ����������
 ��	������
 ���

���������
 ��������
 ��� 4� ����
 ����$ �� << ��������� >> �� ��� ����	����
�'�	����� ��
 �� �� ������� �� ��)	������ �� �� ����	����� A� ����	����$
����$ ���	��&��� ��� ������ �� ����� ������� ��$ ����	����$� A� ����$ ���
�� "���� � ����	���� ��� ��	�"����� ��$ �� y ���	��&��� ��� ���� ������
�� ��	��� ��� 	 *! �����$ ��� ��"�� �����+ ��$ ����	����$� 7�� ��	�"�����
��$ �� � ����$ ��)	�&�� ��
����� �	������ �
�� �� ��"�� �	����� ����� ��
������

{0, 0, 01, 0, 02, . . . , 30}

��� ������ ����� ��

{30, 29, 99, 29, 98, . . . , 0}

�� "� ��$ ��"��)�	�� ������ ������	����� �)�	���! ��� ����� ��� ��� �'���#
&���� �$ ���������! ��)	��� �
�� �$ ��"�� �	����� �� ��	���� �� ������
��� �	��������� �	����� R�

������ �� ������ ��� ����	���� ��� ��)	�&���� �� ��� ���� ��� "�� ������
���	�)�	��$ ��� �� ��"�� �	����� ��$ �
�� �� �	��"��	�&���� ����$� A ���
��$
��� ����������� ����� ���
$- ;��������� �$ �������� ��� ��"��� �	�����
������ �� x ��
 �� R ��� << ����	������>> �� ������������� ���� ���� ��	�$
� ����$ �� <<������	��>>� A� �����������$ �	�)���'��$ ��� ���	����� ����� ��
��
�����$-

�� ������ M	����&���� �� �����
1
A A �= 0√

A A ≥ 0
ln A A > 0
logA B B > 0, A > 0, A �= 1
εϕA A �= π

2 + kπ, k ∈ Z

σϕA A �= kπ, k ∈ Z
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�� .�� "������ ��������� ��� ��
������

������� N� �	���� �� ��"�� �	����� ��� ����	�!����

1� f (x) = 1
(x−1)(x−2)

/� g (x) =
√

(x − 1) (x − 2)

5� h (x) = 1√
(x−1)(x−2)

?� t (x) = ln ((x − 1) (x − 2))

@� s (x) =
√

x − 1 +
√

x − 2

1$�!������ 
�	 �$	��
����	 7���� "��������� �� �����$ ����	#
�!���$ ��� �����
 ����� �	!���� �� ��$ '���	�&���� "������$ ���$ "��)�	�����
��
����� A����"!���� 
���� ����� ���������% ������&���� 
��$ �� �	�����#
��������� ��
���� �� ��� �	���� ��"�������$ ����"��
���� �� "�����$�  ��
"��"�"����� ����� � �	!�� ��� �������� f % g% h� �(��� �� ������ ��$ ����	#
�!���$ y = 30 − x ��� y = 50 + x ���	���� �� ���������� ��� �	��� f
��� ��� "����	� g ��� �� �	�,���� f (x) = 30 − x ��� g (x) = 50 + x� A
���������
$ ���
$ ���� ��	��� ��
�� ��������!����� A����&�� 
�� �
�� ��
����	���� ���� ��� ��$ ����$� �(��� �� f (2) ����� � ���! ��$ f ��� x = 2
"���"! f (2) = 30 − 2 = 28�

��	���� �� )���������� ��� ����	���� f ��� ��� ��������
� ;������
x ��� ���	����� f(x)�

G�/ ��	���� �	�	��	�� �	� ���	������

� �������! ��� ������������� ��� �����"� ����� ��� ���������
 ���������
��� ��$ ����	���� �� ��)	�&���� ������	���$ �"��$ �� 
	��$ ��$ ������	�$
��� �� ������	�)�� � �����! �"�� ����� 
�� �� �����"� �)�"��&���� �� ���
������� �'
��� ��� �� ���� ������ ��� �����"�� ����������� ��� &����$ �	��#
���% �� ��	�������	�
 ���% ��� �� ���� &����$ �	����� ��� ������� ���! �
&��'� ������	��$ ��� ������	�$ �	����� �������! �)�	���! ���� ��	��	�)!
��� ����	�!����� 7� �����$ ��	�������$ ��$ �	��)�	�� �� "����
����% 
��
����� ������% �� ���	����� ��� �	!��	� �"�� ��� �� ��$ �����	�)�	���� ���
����	����� �$ ����� 
�� ������ ��� ����	���� f � �� �� α ����� ��� ���!
��� ����	������ �� �������� ���� f "���"! ���$ �	���
$ ��� ��!��� ��� ��"��
�	����� ��$ �
�� � f ��$ "���� ��� ���! ��$ ��� α ���� β� (���� β = f(α)�
4� &����$ (α, β) �	�&�� ��� ������ ��� �����"�-
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. $��	����
�� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

�A�� �� ������ ����� ��� ��"��$ ���	��&��� �� �	�)��! ��	������ ��$ f �

�� �	��������� 
�� �� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ f ���� x′x ��
������ ������ ��� ������������ ��� ��"�� �	����� ��� �� �� �	���������
���� y′y �� ��	���� ������ ��� ������������ ��� ������ ������

��� �� ������� ���� Geogebra �� �	�)��! ��	������ ���$ ����	����$ ���
��)	�&���� �� ��� ���� �	��� �� ��������� ��� ���� ��$ ����	����$ ���
�	���! ��� �������� �� ��� ��	�"����� ������� �� ������� �� �	�)��!
��	������ ��$ ����	����$ f (x) = x2 �� "������ ��� ���� ��$ ����	����$
�� �� �����! ��	)!

f(x)=x^2
Enter
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9������� 
�� ��� ��	���	� ������	��$ ��)���&���� � �	�)��! ��	������ ���
��� ��	���	� ��$ ������	�$ ��)���&���� � ����$ ��$ ����	����$� (���� �	!#
���� �� ���
����� �� << ���������
 >> �� �� ����� ���������� �� ��	�������$
���� Geogebra�

!"�����# N� ������ ���� Geogebra �� �	�)��! ��	������ ��� ����	�!����
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. $��	����
�� ���������� �	 ��
 Geogebra �!

1� f (x) = x2 − 5x + 4

/� g (x) = 2x

5� h (x) =
√

x − 1

?� d (x) = 1
x3+x

@� s (x) =
∣∣x2 − 5x + 4

∣∣
D� w (x) = |x − 1| + |x − 4|

0� v (x) =
√

x2 − 5x + 4

 	���'�� 
�� � Geogebra �������������� ��� "�� �	�&����� �� ����	�!���$
h, d, v�  ���#���� ��
 �� ������ ��� "�� ��!���� ��� ��"�� �	����� "��
"��	����� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$�

G�5 ��
�� �	� ������

2�3�4 ��	�+'�
�

� ���! �'����� ��$ �	�)��!$ ��	������$ ���$ ����	����$ ���	���� �� "��#
�� �� ���� ������ ������ ��� �'��� x′x� 4� ������ ���� ����� ������ ��$ �	�#
)��!$ ��	������ �	� ��$ ��	)!$ (α, f (α)) �)���	�� ������ ��� �'��� x′x
"���"! �	� ����� ��� ��������� ��� �� 2�  	�)���$ �� ����� f (α) = 0�
7�����$ �� ���������$ ����� ��� ������� ����� 	�&�$ ��$ �'�����$

f (x) = 0 *1+

���� ��� ������	
)�$ ���� 	�&� ��$ �'�����$ *1+ ����������� �� ������ ���!$
��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ f �� ��� �'��� x′x� 4� ��
����� ������ ��$
�	�)��!$ ��	������$ ��� ��	 �	���	 ���	 x′x

• ! �� ����� ���� ��
 ��� x′x ��
�� �� �	
������ ��� ������ (α, f (α)) ��$
�	�)��!$ ��	������$ ��$ f �� �����! ��������� f (α) > 0� ���� ��
������������ �� �����$ ��� �������$ f (x) > 0

• ! �� ����� ���� ��
 ��� x′x% �� ����� �	�����! ��������� ��� �� ����#
�������� �� �����$ ��$ �������$ f (x) < 0
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�" .� #��	 ��� �������

2�3�5 "�� ���������
�

67� ������� 
���	���$� 7�� ��	�"����� ���
 ���	���� �� "����
��$ �����	�)�	����� 	�&�$#�	
���� ��
$ "����	�������� �	������� f (x) =
αx2 + βx + γ� 8� '����!����� �	��� �� �� �	������ f (x) = x2 + x + 1
���������$ "��"����� α = 1% β = 1% γ = 1 ��� f (x) = αx2 + βx + γ�
 	���'�� �� �������� �� ����	���� �� �� ��	)! α ∗ xˆ2 + β ∗ x + γ� 7��
�������� ��� ��	���	� ��$ ������	�$ &����� �� "�'� ���� �� ���� ��� ��
 ��
α, β, γ �� ��)�������� �� ����������� ����� 8� "�����	������ �	��$ "	����$�
(�������� ��� �� "���	������ "������$ ��� �	���! �������Δ = βˆ2−4∗α∗γ�
����&����$ ��$ ����$ ��� α, β, γ ��
 ���$ "	����$ ����&���� �� ����	�����
8� ������������� �� �	�����
���� ��
 �� ���	���� ��	���� �� &��!����
��
 ��� Geogebra �� ��������� ��$ 	�&�$ ���� ���� �'��� x′x� ���
 �������
��
 �� �	���! ��� ������� ���������$ Root[f]�

� #��
 � ������
���� ��
�� ����� � ���
�	� ���� ��� ��*�� +�� � x 	���� �

��*�
 � ��
����� ����
�� �	�� ������	�� �� α �
� ��� �	�� ���� �
 ��*�
 ����
��

������	�� #��
 � ������
���� ��
�� 	������� � ��� �� , � ���
�	� ������� � ����
�����	� 	� �� α ���� ��� 	�� 	�
� ��������" � ������
���� ��
�� 	���
 ��� � x ��
���
��� 	� −β

2α
�� � ���
�	� ����
�� �
 �	� , 
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���
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(�"��)�	�� ��	�����&�� ��� �� �'!$- � "�'� ���� ���� ���� ������� ���	��#
�������� ��� ��������� ��� �����$� ����������$ ��	� �� "	���� �� ������
��
 �� α, β, γ �� "���� ��� ���������� �������� �� ��	����	� ��� �	���
 ���
�����'����
$� ����# 4� ��������� 
��� α = 0I
!"������ 9	���� �� �� ��!���� ��$ Geogebra ��$ 	�&�$ ��� �� �	
���� ��$
g (x) = (x − 1) (x − 3)�

(� ���$�	$���� �*����� 7�� ������ ������	�$ ��$ 9� ��'�$ ����
������ �/ i) &������� �� �	����� �� ���	���$ 	�&�$ ��$ �'�����$ x3−3x2+x+
2 = 0� �� ��������� ���� Geogebra ��� ����	���� f (x) = x3 − 3x2 + x + 2
�� "���� 
�� ���� ��� ���	��� 	�&�% ��� /% ��� "�� ��
�� 	�&�$ ��� � Geogebra
��$ ������&�� �
�� ���� �	���������

�����	���� ����������� ��$ "����� 
�� x3−3x2+x+2 = (x − 2)
(
x2 − x − 1

)
��� �������$ �� "�� ����$ 	�&�$ ���
$ ��� / ����� �� 	�&�$ ��$ x2 − x − 1 = 0
"���"! �� �	����� x = 1

2

√
5 + 1

2 = 1, 618 1 ��� x = 1
2 − 1

2

√
5 = −0, 6181

(� ���$�	$���� �	����� 7�� ������ ������	�$ ��$ 9� ��'�$ ����
������ �D &������� �� �	����� �� "����!���� ��� ����� � �	�)��! ��	������
��$ ����	����$ f (x) = x4−5x3 +3x2 +x �	������� ���� ��
 ��� �'��� x′x�
(�������� �� ����	���� ���� Geogebra ��� &����� �� ��� �����! Root[f] ��
�	���� ��$ 	�&�$ ��$ f � � ��	������ ���!$ ��$ ����	����$ ���� ��	����	�����!
��� ��� �'�� ��� �	������� ��$ ���������$ ��$ ����	����$ ��� ����)�	�$ ��$
���)�����$ ���"����$-

• � ����	���� ���	���� �� "���� << ���	�������� >> ��	�$ ��$ �	�)��!$
��	������$ ��	� ��
 ��$ 	�&�$�

• � ��������� ���	���� �� "���� 
�� � ����	���� ���� 	�&�$ ���$ �	��#
���$ 2 ��� 1�
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• M������� ��
�� 
�� ���	���� "�� ��
�� 	�&�$ −1 < ρ1 < 0 ��� 4 < ρ2 <
5 ��$ �����$ � Geogebra ���	�� �� �	�� �
�� ���� �	���������

• � ���	�� ��$� 
�� ��� ��������� "� ���	�� �� ���� ��!��$ 	�&�� ����#
����	� ��
 �� ����
 ���� (������$ ������ ������ ? 	�&�$�

• M������� 
�� �� "����!���� ��� ����� � �	�)��! ��	������ ��$ f �����
���� ��
 ��� x′x ����� (−∞, ρ1)% (0, 1) ��� (ρ2,+∞)�

A� ��	����$ ����$ ��� ρ1% ρ2 �	�������� ������ �� ���������
- (���� f (x) =
x4 − 5x3 + 3x2 + x = x (x − 1)

(
x2 − 4x − 1

)
��� �� ρ1% ρ2 ����� 	�&�$ ��$

�'�����$ x2 − 4x − 1 = 0� C������$ ��� �	������� 
�� ρ1 = 2 − √
5 =

−0, 2361 ��� ρ2 = 2 +
√

5 = 4, 2361�

G�? ��	(��� ���	�������

�� ������ "�� ����	�!���$ ���	���� �� �)�	�
����� ���$ ����$ ���$ ��$ �	�#
'��$ ��� �	����� ��� �� )���'���� ���$ ����	�!���$� ���! ����� ��� ����
����������� "��"������ ��� ���������- ���������� ����������� ��������#
"	��� ��� )�������� ���� �� �� "���� �� �	������ ������	�)� ��� ����	����
���	�� �� �	���,�� ��
 ���"����
 �	�'��� ��������	�� ����	�!����� 7��
��
���� �� �'�������� ��	���$ �����������$ �	�'��$ ����'� ����	�!�����

2�8�4 �������� �$	��
����	

�����&
�	
� ��� �$	��
���� �$ ���������� 
�� ������ "�� ��#
��	�!���$ f ��� g� �� ���� )�	� �	��������� ��$ ����$ ��� �	�������� ��

�� �"�� x "���"! �� �	��������� �� f(x)% g(x) ��������� ��� ��� ����	����
�� ��	����� ��� f ��� g� ���! � ��� ����	����% �$ ��� ���������� h ����#
������� ��� x �� h (x) = f (x) + g (x) �����
 �� �������&���� �� h = f + g�
A����&���� �������� ��� f ��� g� � Geogebra ���	�� �� �	������� ����	�!#
���$ "�
�� ������� ��$ ����	�!���$ ��� ���� )�	� ���������� �$ ��	���� ��$
f (x) = x ��� g (x) = x2� 4�$ ��������� ���� Geogebra ��� ���� ���������
�� ��	����� ���$ h �����	��������$ h (x) = f (x) + g (x)� 4� �����
 �����#
����� ��� �� ��	���� ��)���&���� ��	������ � ������	����� ���
�� "�� �����
��	���$ ������ ��� �� ��$ "���� � Geogebra� (��� �	������� �� ���������
��� ����	�	����� (����$ �����! ��� �����$ ��$ �	���!$ ��$ f ��� �����!$
��� �����$ ���� ��� ��"��$ ��$ �	���!$ ��� ��� �	�)��! ��	������ ��$ g�
�A�� ���� ��
 ��$ �"�
����$�
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�� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

7�� ��	����� "���	���� �	���'�� ��� ��������"	��� ��$ f *������ ����#
�!$ �	���!+ �� ��� g *������ "����������� �	���!+ ��� �� "����� �� ��	��#
��� h = f + g� 7�� �	������ x � f ���	��� �	������$ ����$ ��� � g ������$�
�A��� �������&���� �� ��	����� �� ����$ ��$ g ����������� �)�� �� ����$
�	���������� �	������$ ����$� �����
 �� ��	����� h *�����!$ ����! �	���!+
��)���&���� ��
 ���� ��
 ��� g� 7�� ������ x ��� �� "�� ����$ ��� ����	�!#
���� ��� �	���������� ����� ������$ �����
 �� ��	����� ��)���&���� ���� ��

��� g�

��	���� �� ��	�������!����� ������	� ��$ "�����	������ �� ��	�����
�� ���� �� ��������� ��� h (x) = f (x) + g (x) �	�����!����� �� �	���� ���
��� �� ������ ��$ �	�)��!$ ��$ ��	������$� 8� '����!����� )���������$
�� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��� ��	�������$ ��� ����������� ����
���! m = 1 ��� x m = 1� (�������� ����
� m = 1 ��� ���
��� �	�&����
M = (m, f (m) + g (m))� (��	��������� ��� ��������� ��� �����$ ��� ��
������ � ��� "�����	����� ��� "	���� ��� ��m� 6������$ �� "	���� ��������
"��)�	� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��� ��	�������$ f + g�

"� ���� ������� �������
� 7�� �	��������� ��	�"����� �� "��
����	�!���$ ��� �	�������� ����� ��"�� �	����� �� R� �$ "���� �� ���������
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��� �	��������� ����	�!���$ ��� ����� ���	
��	� ��"�� �	������ 8��	����
��$ ����	�!���$ f (x) =

√
x − 2 ��� g (x) = 3+

√
6 − x� � �	��� �	�&���� ���

�� x ≥ 2 ��� � "����	� ��� �� x ≤ 6� 4�$ ��������� ���� Geogebra ��&� ��
�� ��	����� ���$ "������$-

f(x)=sqrt(x-2)
Enter
g(x)=3+sqrt(6-x)
Enter
h(x)=f(x)+g(x)
Enter

9������� 
�� � Geogebra ����������� ��� ��� f �
�� ����$ ��
 �� "�������
[2,+∞) ��� ��� ��� g �
�� ����$ ��
�� "������� (−∞, 6]� ��� ��� h (x) =
f (x) + g (x) 
��$ � Geogebra ����������� ����$ �
�� ��
 �� "������� [2, 6]�

���
 ����� �����
- ��� �� ������% ��� ������ x �� f (x) + g (x) �	���� ��
������ ��� �� f (x) ��� �� g (x)� ��	 ��	���� �� ���	�� �� �������� ��� ���� f
��� ���� g� � ���� �
��� �	���� �� x �� ��!��� ��� ��� ��"�� �	����� ��$ f
��� ��� ��"�� �	����� ��$ g "���"! �� �	
������ ��� ��� ��
 �� ����� ������
���$� 6�� �� �	����� ��� ��!���� ��� ��� "�� ��"�� �	����� ����� ��	���$ ��
�������� ��� "����!����$ [2, 6]%

G�@ ����	��	��	��� ���	�������

�����������7�	
� ��� �$	��
���� � A �������������
$ "�� ��#
��	�!���� ������� 
��$ ��	���$ ��� �� ��� �	
������ ����$ �� ������
������� ��$ f(x) ��� g (x) �� ���
���� ��������� �$ h (x) = f (x) ∗ g (x) ! ���
h (x) = f (x) g (x)� ��)���$ ��� �� ��"�� �	����� ��� ��������� �������
�� �"�� �� �� ��	�����- 8� ���	��&���� ��
 �� ����� �������� ��� �����	��$
��"��� �	������ �'�&�� �� ���
����� 
�� � �������������
$ ��������� ���$
���
��$ ��� �	��!��� ��� �������$ ���� ��� �� �	�)���$ ��	������$� ��� f
��� g �	�������� �	�� �� �"�� ��	�$ ��� �'��� x′x � �	�)��! ��	������ ��$

����������� �����	
���

������ ��	��� ������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr
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 Geogebra ��

fg �� �	���� ���� ��
 ��� x′x� (����$ ���� ��� �� �	�)���$ ��	�������$
�	�������� �����	���� ��� x′x � ��	������ ��� ��������� �� �	���� ����
��
 ��� x′x�

9�	���	� ��� ��������	 �$	��
����	� %�������
� �������� ��
����	�!���$ ��$ ��	)!$ y = αx + β� �� ���������������� "�� �	������$
����	�!���$ �� �����$ f (x) = αx + β ��� g (x) = γx + δ �� ��	���� ��
���
���� ���$ ��� �� ����� ��$ ��	)!$ h (x) = (αx + β) (γx + δ)� �� �������
����� αγ �= 0 �
�� �� ���
���� ���$ �� ����� �� "����	������� �	������ h (x) =
αγ
(
x + β

α

)(
x + δ

γ

)
��� ���� 	�&�$ ��$ 	�&�$ ��� f ��� g "���"! �� −β

α % − δ
γ �

(�������� ����
� ���� Geogebra ��$ �	������$ ����	�!���$ f(x) = 2x−1
��� g(x) = x − 3 ��� ����� 	�&�$ 1

2 ��� 3 ��� �� ���
���� ���$ h (x) =
f (x)∗g (x)� 8� ��)�������� "�� ������$ ��� ��� ��	����!� ��	���� �� "����
��$ ���"	� � ���$ ��	������$ ��� "���
	)��� ��� ��������� �� �	��!����
��� ��� ��	������ �$ ����� ��� f(x) = 2x − 1 �����	
 ��� ����������� ���
���� ��	������� ���
 ������� �	������$ �� �	����	
 ��!��	� ��� ���������
�������� ��� �	�)��! ��	������ ��$ g(x) = x−3 ��� ��	����$� � ���
�� ���
��������� ���� �	���,�� �� ���
 ��� �	
�� ��� ���	�������� ��$ ���������$
�����$ ��� ��� h(x)�

9�	���	� �$	��
��� �� �
������ �$ '����!����� �� ��� ���#
��	! ���! c = 2� �$ �	������ �� ����	���� f(x) = c� ���! � ����	����
����������� �� ���� �	���
 ��� �"�� ����� ���! c ��� �����
 �� �
�� �����&����
������ ��	������� � �	�)��! ��$ ��	������ �� ����� ��� ������ ��	������
���� �'��� x′x� �$ ��	���� ��	� ��� ���� ����	���� f(x) = x2� �$ ����#

�-������ ���������� �����
 �
 ��� ��������� ��� ��
������� �� 	����� y = αx
��� ��� ����
�� �� 	����� y = αx + β �����	������
 �
 ��� 	�	
����������� $�
��
������� ��� 	���	���� ���.� ���� ��� ��
���
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����� ��� �� ���
���� ���$ h (x) = f (x) g (x)� ���������� ��� ���)�����
�	�����$ ��� ����������� ��� �	�! ��� �'
��� ��� ����	� ��$�

(���� ������ �� ������)����� ��$ "������� � �������������
$- 4� ���
�
������ ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ h(x) �� ����� ��$ ��	)!$ (x, h (x)) "�#
��"! (x, cf (x)) *�"� ����� c = 2+� 9������� 
�� ��� �� ��	���� ��� �	�)��!
��	������ ��$ cf(x) �	��� �� �	��!����� ��$ ��������$ ��� ������� ���$
�����	�$ ��� �� ���������������� ��$ ���������$ "���"! �� y �� c� ��� ��
������������ ������	� �"�� ��� ��$ ������	��� � ������������
$ ��� �	��#
�
 ���	���� �� &��!����� ��
 ��� Geogebra ��)������ ��� "	���� ��� ���
�����	� c� ����&����$ ��$ ����$ ��
 �� "	���� �������� ��$ ����&�� � ��#
��	���� cf(x)� ;���� ���� ����� � "��)�	� ����'� ����� ���	
��	�� ��� 1
��� ��������	�� ��� 1�  ��	����������� �� �	������$ ����$� 7�� ��!�� ���
��������� )������� � cf(x) ��� c = 0, 2� � �	���! ��$ f ���� �	����� �� ����
����$ 15 ��� ��$ cf(x) ����$ 5%@�

�$	���� 
�$ x� A� ����	�!���$ y = x% y = xx% y = xxx ��� �	��������
��
 ��� y = x ��� ��� ����
 ��$� �(���� 
��$ ��"�� �	����� �� R� ��	����
�� ��$ ���������� ����������$ f1(x)% f2(x)% f3(x)% ��� ���� � ���! ���
�������� ���	���� �� ��$ ��������� ���� Geogebra� (������� ��$ ���	�!���$
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�� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

����$ ��$ ��� ������ D� O"�����	� ��"��)�	�� ����� �� ����$ ����� ��� 2%1� �
��������� ��� ����	�	���� ���	���� �� ��������� ��� �	���� ���	��! ���
��-

 �	���	���� 
��-

• A� �	�)���$ ��	�������$ ��� ����	�!���� ��� ����� �	��� ������ �#
���� 
�� �� ������ ���$ ���� ��
 ��� x′x ���
$ ��
 �� ������ ���$
(0, 0)�

• �A��$ �� �	�)���$ ��	�������$ "��	������ ���
$ ��
 �� ������ (0, 0) ���
��
 �� ������ (1, 1)� (������ ��� ����� ��	���
 ������ �� �	�)���$
��	�������$ "��	������ ��� ��
 �� ������ *#1%#1+�

• 7�� "������� (1,+∞) "���"! ��� ����$ ��� x ��������	�$ ��� 1 ,�#
�
��	� �	������� ������ � ����	���� ��� ���� �� ��������	� �������
���
 "�
�� ��� x > 1 ��� m > n ������ ����� xm > xn� �A��$ ���
�	�����$ x ��
 �� "������� (0, 1) �� 	
��� ������	�)������ �����$
������$ �������� �����
��	� �	�)��! ��	�������

��	����% �� �� ��!���� 	�&��% �� �	��������!����� ��� ���$ ������$ 1
2 , 1

3 , 1
4 , ...�

�$ ��������� ��$ ����	�!���$ g2 = xˆ (1/2)% g3 = xˆ (1/3)% g4 = xˆ (1/4)
��� g5 = xˆ (1/5)� A� ���$ ����$ ����	�!���$ ����� ��"�� �	����� ���$ ��
�	�������$ �	�����$� 6��� �� ���� ��� "����!���� (0, 1) ��� (1,+∞) �����#
	�)�	����� 
��$ ���� ��������� ��$ ��	��!	���- 7�� (0, 1) ������$ ������$
��������� ������ � �	�)��! ��	������ ��� ��� (1,+∞) �������� ,��� � �	�#
)��! ��	�������
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� .�# �����	�� ��
�����	�
%

G�D  �	����� ���	�������'

��� �� �)��	������ ��
 ��� ����	���� f ��� ����	���� g �	��� �� �	����#
����� ���� ����	���� f ��� �������� −g ��$ g � ����� �	������� ��
 ���
g ��� −1� �'�&�� �� ���
����� 
�� �� ����	�!���$ g ��� −g ����� �	�)���$
��	�������$ ������	���$ �$ �	�$ ��� ������ y = 0 "���"! ��� �'��� ��� x�
��)���$ � Geogebra �������&�� �� "��)�	� "�� ����	�!���� ���
����� ��
������ ������� ��$ f ��� g �	��� �� "������ h(x) = f(x)−g(x) ��� �� ������
�� �	�)��! ��	������ ��$ "��)�	�$ ���$� ;�������� �� �� ��$ x2 ��� x�

G�0 #�	����� ���	�������

�����#	
� �$	��
���� � 8������ 
��� ������ "�� ����	�!���$ f ���

g �� ������������ �� ����	���� h (x) = f(x)
g(x) ��� ����� ������ ���� Geoge-

bra �� ��������� �$ h(x) = f(x)/g(x)� 7��� ����� � "���	��� �	������� ��

��� �������������
 ��$ f(x) �� �� ����	���� 1/g(x)� 6������� �� ����	#
���� 1/g(x) �� ��� �����&��� ������	�)� ��$ g� ;�� �� �� ������� "�
�� �

	�$ << ������	�)� >> �� �	��������� �� ���� ��	������� ��
�� ��� �� ����$
��	�������$ � ���������
$ ��$ 1/g(x) ��	�����&�� "�������$� ;���� ����
Geogebra g(x) = x ��� h(x) = 1/g(x)� 7��� ����� &����� ��
 ��� Geogebra
�� ��	���!��� �	�)��� ��� ����	���� y = 1

x � 8� ����� ��� �����! ���
��-
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. $��	����
�� ���������� �	 ��
 Geogebra �!

7�� �	��������� ��!�� � �	�)��! ��	������ ��$ h ���� ����� ��� ������ ��
��'��� ��� �����$ ��$ �	���!$� A� "�� ����� ����� �	�)�� �� �� �	������ ��#
�����!$ �������� ��� �	�)����$ ���� ��"��� LATEX �� �� ������! ������!��
9������� 
�� � Geogebra "�� ��	�����&�� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$
���� ! ���� ��
 �� 2� ���
 �)������� ��� ������$ 
�� � ����	���� ��$ "��
�	�&���� ��� 2� ���&�� ������� ��� � �	�)��! ��	������ �� �	������� ��
���)���� �� ������ 2� �A�� ������&���� �� 2 ��
 ������$ ����$ �� ����$ ��$
����	����$ ������������� �	�$ ���� ������$ ������$ ����$ "���"! �	�$ ��
+∞� �A��� ������&���� �� 2 ��
 �	������$ ����$ �� ����$ ��$ ����	����$ ��#
������ ���� ���	�$ "���"! ������� �	�$ �� −∞� .��	��� ��� �����! ��	��	�)!
����� ��� )���������-

• �A��� �� x ������ ��� 2 ��
 ��������	�$ ����$ �� h(x) ������ ��� +∞

• �A��� �� x ������ ��� 2 ��
 ���	
��	�$ ����$ �� h(x) ������ ��� −∞

"� ���� ������� �����$� ��
 �� �	��������� ����� ��)�$ 
�� ���

����	���� h (x) = f(x)
g(x) ���	��� �� ��������� ������ �� x �� ����� ��!����

��� ��"�� �	����� ��$ f ���� ��� ��� ��"�� �	����� ��$ g ��� �������� "�� �����
	�&�$ ��$ g� ��� ��	�"����� �$ ���	!����� �� ����	���� f (x) =

√
x − 3 �

����� ���� ��"�� �	����� �� [3,+∞)� ��� �� ����	���� g (x) =
√

x2 − 6x + 8
�� ��"�� �	����� �� ������ ��� x ��� ������ �� x2 − 6x + 8 �� �	�����

"���"! �� x �� x ≤ 2 ���� x ≥ 4� �� ��������� ��$ "�� ����$ ����	�!���$
���� Geogebra ��� ��� �������� �� ������ ���$ h (x) = f(x)

g(x) �� ������-

�+�� 
� �
������� � g(x) = x ���.�	� ����� g(x)=x +�� 
� �
������� �	�� �
h (x) = 1

g(x)
���������� 
� ���.��	�" h(x)=\frac{1}{g(x)}

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr

����������� �����	
���

������ ��	��� ������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



�" .�� �����	�� ��
�����	�


� Geogebra ��$ ���"�"�� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ f �
�� ��� ��
x > 4� ���
 "�
�� �� ���	� �������� ��� ��"��� �	����� ��� f, g ����� ��
x ≥ 4� "�� ���� �	���� �� �'��	����� 
�� x ��"���&��� ��� ��	�������! g�
��	� �	���� �� �'��	���� �� 4� �(��� �	�������� �� x > 4�

����� ��� ��������	 �$	��
����	� �� "���	������ ��$ �	������$
����	�!���$ �� �����$ f (x) = αx+β ��� g (x) = γx+ δ �� ������������ ��

������ ���$ ���$ ��� �� ����� ��$ ��	)!$ h (x) = f(x)
g(x) � (�"��)�	���� ����� �

��	������ 
��� γ �= 0 *"���� �� ��������� 
��� γ = 0+� 4� ��"�� �	����� ���
f ��� g ����������- ����� �� R� � g ���� ��� 	�&� ��� − δ

γ � (������$ �� ��"��

�	����� ��� ������� f(x)
g(x) �� ���	��&���� ��
 �� x �= − δ

γ �

�$ "���� ��� ������	����� ��	�"����� �� ��$ ����	�!���$ f(x) = 2x − 1
��� g(x) = x − 3 ��� ��� �	�� "����,��� �� �� ���
���� ���$� 4�$ ���������
���� Geogebra ��� ���
��� ��������� ��� �� ������ ���$ h (x) = f(x)

g(x) � 8�
������ �� ��!��-

 	���'�� 
�� � �	�)��! ��	������ ����� 
�� ���	�� ��� �� ��� ��	���� ����
! ���� ��
 �� ������ �*5%2+ ��� ����������� ���� �����	������ ���! x = 3�
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 Geogebra �#

�� �	���'���� ���� �� "���� 
�� ���� ������� ��������� �� �� y ��� ��� ���!
y = 2�  	������ ����� ������ �� "������������ 
��% �"��)�	� ���
$ ����� � x%
� y = 2x−1

x−3 "� ���	�� �� ����� /� �$ "���������� �� "���� �� �� ������ ��

���������� 
�� 2x−1
x−3 = 2� 6������$ ������)! ��	��������� �� �	���� 
��

2x − 1 = 2 (x − 3) ��� �	
������ ��� ��� �"����� �'������
"�����# N� ���"��'��� 
�� �� y = αx+β

γx+δ % γ �= 0 �� y ���	�� �� ��	�� ����
���! ���
$ ��
 ��� ���! α

γ �

'�	� ��	 �	�� 
&���� � �$ ����'���� ��$ ����	�!���$ ��� �	�����#
����� ��	�"�������$ "������$ f (x) = x − 3 ��� g (x) = x − 3� 4� ��"��
�	����� ��$ ����	����$ h �'��������� �� ��� ��	��������� �� x = 3� �
x �= 3 �� ����� h (x) = x−3

x−3 = 1 �������$ � �	�)��! ��	������ ��$ h �� �����
� ������ y = 1 ��
 ��� ����� �� ���� �'��	���� �� ������ �� ��������� 5� �
Geogebra ����"! �	��&���� �� �	���������$ �� ����!��� ���! �� �������	���
��� �� "����

�A��� ������� �� "�������� 
�� ��� ������ ��
 ������ �	���!% ��"��
��	�
�	�)��! ��	������ �'��	����� ���"��&���� �� ������ �$ ��� ���	
 ����� ��
����
 �����	��
� � �	�)��! ��	������ ��$ h(x) �� ����� � ��
�����-

��� �� �	��������� ��	�"����� 
��� � Geogebra "�� �'��	��� ��� ������
���	���� �� ����� 
�� !��� ���	
 �� ���
 �)�� ���� �� ���� "���!	��� ��
��	)! ��$ �	�)��!$ ��	������$�

��	���� �� &��!����� ��
 ��� Geogebra �� ��'!���% ��� ��������	�
��	�����% ��� �	���
 ��� "���"���� ,�)���� ���
 ������� ��
 ��� ��������
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��� �������� ����������$ Options, Decimal Places, 5� �$ �	��!�����
�� ����	���� g(x) = x − 3 ��� �$ "������ f (x) = x − 2.999 "���"! x
����� ��� ���! ������� ����� ��� 5� 8� "������������ 
�� � Geogebra ��
�������	����� ��� ��� f ��� �� !��� f (x) = x − 3 ��� �� "�����	�!��� ���
�"�� �	�)��! ��	������ �� �	��� 7��� �	�������
���� ����� ��� �����
 *5%1+
� �	�)��! ��	������ ����� ����$ ���� -

G�F ������� ���	�������

1$�&
�	
� ��� �$	��
���� � 7� 
��$ ��$ �	���������$ ��	�������$
�	�'��� ����	�!���� ��� x *��������� ������+ ���������� �� "�� ����	�!#
���$ ��� ��� �����	��$ ������������ ���������� ������ �	�'�� ��� ��	�"�����
���� �	
����� � ���	� "�����	�����$ ��� ����������� !��� ! ��
�����-

�� ���	������ �� ����� 
�� ������ ��� ��"�$ ���������
 ��	����
 ��� ��#
��	�!���� 
��$ ������� �� ��$ ����������$ ! ���$ �������$ ��� �����	���
���������� 4� �� �!����� ��	���� �� ��� �����I 8� �!����� 
�� � ��� ��#
��	���� �� ����	�� ��� �� ���'�	��&����� ��$ ����$ ��� �	�������� ��
 ���
����� ;���"! �� x ��������� ���� f � ����� "���� f(x) �� ����� �� �� ���	�
��� ��������� ���� ����	���� g ��� �� "���� g(f(x))�

�( �������� ���
� 	� � ���� ���� ������		� WinPlot ��� ��������� ��� ��� ��
CD ��� ��� ���� ����� 
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�� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

� �	�'� ���! ������� ��	���� ��� �� ���������� "���"! � ��� ����	����
��� ����������� �� x ��� g(f(x)) ������� ��	���� ��
 f �� ��	 g� �	����
����	�)��$ ���� ��� 
	�� ������� �	����������� ��� 
	� ��	������ ����

��	������
�

��� �� "�����	�!����� ��� ������� ���� Geogebra ��������� �	��� ��$
����	�!���$ f %g ��� ��� �������� "������ h(x) = g(f(x))� ��� ��	�"�����
���� 
�� f (x) = x2 − 3x + 2 ��� g (x) = x2 − 9 ��� h (x) = g (f (x))�
(��������$ ��$ �	��$ ����$ ����	�!���$ �� ������ �� ����������-


��� � ������! h ���� ��	������� �� ��������	� ����$ ��� "������������
��	���� �� "���� ��$ ���		��&���� � ������� ��
 ��$ �����	��$ ����	�!���$
�� ��	���� ��� �	�)��! ��	������ ��$ f ! ��$ g�

4� �	��������� ��	�"����� ��	)����� �� ������� h (x) = g (f (x))�
�� ��	���� �� ���	� �����"� "���"! �	��� �� ��	��������� � g ��� ���� �
f �� ������ �� ������� ��$ g �� ��� f ��� �� ����� � k (x) = f (g (x))�
�� ��������� ��� k ���� Geogebra �� "���� 
�� "���� "��)�	����! �	�)��!
��	������ ��
 ������ ��$ h ��� �������� 
�� ���� ����� � g (f (x)) ��� ���� �
f (g (x))�  	������ �� ������ ���� �
�� �� ������� ����$ �	�'��$ �� �	����

��-

h (x) = g (f (x)) = x4 − 6x3 + 13x2 − 12x − 5

k (x) = f (g (x)) = x4 − 21x2 + 110

� ���� �
��� ��� ��	���� � ����� ���� ��������

"� ���� ������� ��	���� � A��� ���	����� ��� ������� g (f (x))
�������������� �	�����$ �� ����	�!���$ "�� )�	�$ �	� ��� �� �	
)���'��$
����� "����$-
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• �������������� �� x ���� f �	� �	���� �� )	��������� �� x �� ��!���
��� ��"�� �	����� ��$ f

• �������������� �� f(x) ���� g �	� �	���� �� )	��������� �� f(x) ��
��!��� ��� ��"�� �	����� ��$ g

"���"! ������ "�� ������ �������-

�$ �	���� �� ��"�� �	����� ��$ g (f (x)) 
��� f (x) = x+1
x−1 ��� g (x) =

√
x − 2�

4� ��"�� �	����� ��$ f ���	��&���� ��
 �� x �= 1 ��� �� ��"�� �	����� ��$ g
��
 �� x ≥ 2� (������$ �	����-

• x �= 1 ���

• f (x) ≥ 2

;���"! �	���� ����	
��$ �� ������ x �= 1 ��� x+1
x−1 ≥ 2� (������$ �	���� ��

������� �� �������-
x �= 1
x+1
x−1 ≥ 2

}
�(����� ��$ ���"������$-

x �= 1
x+1
x−1 ≥ 2

}
⇔ x �= 1

x+1
x−1 − 2 ≥ 0

}
⇔ x �= 1

x+1−2x+2
x−1 ≥ 0

}
⇔ x �= 1

−x+3
x−1 ≥ 0

}
⇔

x �= 1
(−x + 3) (x − 1) ≥ 0

}
⇔ x �= 1

(x − 3) (x − 1) ≤ 0

}
⇔ x �= 1

1 ≤ x ≤ 3

}
⇔

1 < x ≤ 3

4����� ����
� �	���� 1 < x ≤ 3 "���"! �� ��"�� �	����� ��$ g (f (x)) ����� ��
"������� (1, 3]�

� ������� ��	� �	������� ������- g (f (x)) =
√

f (x) − 2 =
√

x+1
x−1 − 2 =√

3−x
x−1

7�������� 
�� �	��������� �� f(x) �� ���	�� �� �������� ���� g(x) �	����
f (x) ≥ 2� �$ ��������� ��� f(x) ���� Geogebra ��� �$ "���� ���� ��	���$
x ����� ������ ��� ����������� �� "����� f (x) ≥ 2�  	���� �� "����� ����
f (x) = x+1

x−1 ����$ ����������� / �	� �� ����� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$

����������� �����	
���
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�� ���������� �	 ��
 Geogebra ��

��$ f ��� ����� ��� ! ���� ��
 ��� ������ y = 2� (�������� ��� ������ y = 2
��� &����� ��
 ��� Geogebra �� �	�� �� ������ ���!$ � ��$ ������$ ��� ��$
�	�)��!$ ��	������$ ��$ f ����$ ��� �� ������ ���!$ 9 ��$ ������$ ��� ��$
��� �'��� ��� y�

A�� ������ ��� y′y ����� ���� ��

�� B ����� ����$ ��$ f ��� ���	��� ��
��������� ���� g� ��	���� �� ��$
������� ��� ��"���	���$ �����������$
���� �� ����$ ��� ��������� �� �	�!
�� 9 ��� ����$ �	���!$ �$ ����� 0�
6��� �� "�����	��� ��$ ���������$ �
Geogebra �� ��)������ ��� ��� ������
C� 9	!���� �	�)��� ���� f(x) ���#
	��� �� ��������� ���� g� �$ �	����
��
 ���� x �	��	������- ;������ ��#
� ���! m = 3 ��������� ��� ������
y = m� (�)���&���� ��� ��� "	����
��� �� m �� �������� ���! / ��� ����#
��� 12� ��� m ≥ 2 � ������ y = m
������ ��� �'��� y′y ��� ���������
y ≥ 2� ;�����	����� ���
 �� ������
���!$� 8� ����� �� D� � ������ y = m
������ �� �	�)��! ��	������ ��$ f �
E����� ��
 ��� Geogebra �� �	�� ��
������ ���!$ E ��� ��
 �� E )�	�����
������ ���� �'��� x′x ��� ��� ������

��� F� ��
 ��$ �"�
����$ ��� F "������
������$ @ ��� ��������� �����$� �
�� �����
���� ��� "	���� �� F "���	�#
)�� �� ��"�� �	����� ��$ �������$�

, ��	���� �����
����� �A��$ ��"��� � Geogebra ���� �� "����
��#
�� �� �	����� �� ������� "�� ����	�!���� ��� ���������� �$ "���� ��$
���	���� �� �	���� �� �	�)��! ��	������ ��$ �������$ ������ �	�$ ������
������	���� 8� �	�������� �� ��$ �"��$ ����	�!���$ ��� ��"��� ���� �	��#
������� ��	���	�)�� (�������� ��� f(x) ��� ��� g(x)� 8� �	��������!�����
���� ��� ��	����	� m ��� �� ���'�� �� 	
�� ��� ����� ��� x� ;������ ����
�
m = 2� ;�����	����� �� ������ �(m, 0) "������$ �= (m, 0)� 7�� ��������
)�	����� ������ a ���� x′x′ ��� ������ � ��� &����� ��
 �� Geogebra ��
�	�� ��� ���! ��$ ������$ �� ��� �	�)��! ��	����� ��$ f � 4� �	
�	����
�� ��$ "���� �� ������ B� ��
 �� B )�	����� ������ ���� �'��� ��� y′y
��� ��� �������� �	��"��	�&���� �� ������ ���!$ ��$ �� ��� y′y� � Geogebra
�� �� �������� C� A �	���
$ ��� ����������� ��� C ����� �� f(m) ��� �	����
�� �������� ���� g� ��	� ��� �	���&
����� ���� x′x� ���
 ���	���� �� ��
��������� ���	�����$ �� ������	��
 ��� C �$ �	�$ ��� �	��� "����
�� ���
�'
��� ��� ����� � y = x ��� ����� ��� ���������� 4� ������	��
 ��� C �$
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�	�$ ��� y = x �� ����� ��� �	������� �� �� ��������� �	������ � Geogebra
�� �� �������� D ��� ������ �	������� ���� x′x� ��� �� ��������� ��� �	���

��� ���	������ �� D ���� g(x) )�	����� ������ d ���� x′x � ����� �� ��!#
��� �� �	�)��! ��	������ ��$ g(x) ��� ������ (� ��
 �� ( )�	����� ������
e ���� y′y � ����� ������ ��� y′y ��� F �� ����� ��� ����������� ���� �	��#
�
 g(f(m))� 4�	� "�� ������ ��	� �� ����� �� ������ �� ��������� m ���
��������� g(f(m))� (���� �	�)���$ �� ������ ���!$ G ��� ������� a ��� e%
(��	��������� ��� ��������� �����$ ��� �� G� �A��� ����������� �� "	����
��� m �� G "���	�)�� �� �	�)��! ��	������ ��$ �������$ g (f (x))� � 
��
��������! ��)���&���� ��� ��
���� ��!��� �(��� �	�������% ��� ����	���% ���
� h = g (f (x))� 4� ���� *��� �	��������� �� �� �	������ ��� "���������$
��� �� ��
�	�,� ��� ����	�)��+ "������� ��� ��	��� ��� �������!����-

2�:�4 (� ���������� 
�	 ���*��	

7� 
��$ ��$ �	�'��$ ����������� ��� ������ ���
��- &�������� �� �� �� �����
������� ��� ���� ����������� �� ��	 ����# � ���	� ��� ���	����� ����
�������� �$ ���������� 
�� ������ ��$ ����	�!���$ f (x) = x −√

x − 2 ���
g (x) = x+

√
x − 2� 4� ��"�� �	����� ���$ ��������� �� ����� �� �"���  	
������

��� �� ������ ��� x ≥ 2� ��	� �������� �� ��	����� ���$ ����� � ����	����
h (x) = f (x) + g (x) = x − √

x − 2 + x +
√

x − 2 = 2x� �� 
��$ �	����
�	��� ��� ���� ��� ������	!����� �� �	���� ���� �� ��"�� �	����� �� ������
��	���� ��$ �� ����	���� h (x) = 2x ��� �� �"�������� ��� ��)������
�����	���� 
�� �� ��	����� ���� ��"�� �	����� �� R� ����� �� ���������� "��
����� ����
I � ����� ������� ��� 
�� �� x ���� ��
 �� ��"�� �	����� ���
��	�������$ �� ������ h (x) = f (x) + g (x)� �� �� ��"�� �	����� !��� �� R

�� ��	��� ���� �� ������ h (1) = f (1) + g (1)PP
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 Geogebra ��

G�G ��$������ �	� ��$	����

.��	���� �	������ ������� ��� �	������������ 
��� �	��&
����� �� ����	#
�!���$� ��	���� �� ������� ��� ��	�$ ���� ���� ���
 ����� �� �� �������
�(��� "�� ����	�����$ f % g�

• 4� ��"�� �	����� ��$ f �� �� �������&���� �� Df � 8� ����� "������� !
����� "�����������

• ;�� ����	�!���$ f ��� g �� ���	������ ���$! �� ����� �� �"�� ��"��
�	����� ��� �� ���	���� ��$ �"��$ ����$ ��� �"�� x "���"!

f = g ⇔
{ Df = Dg

f (x) = g (x) για καθε x ∈ Df

}
• � �	�)��! ��	������ ��$ f �������&���� �� Cf � O�����-

(α, β) ∈ Cf ⇔ α ∈ Df και f (α) = β

��� ��$ �	�'��$ ��� ���	����� ������� �� ��
�����-

���%� ���&	�	 '��(��� ��)*	 '��(�	�
���(+�(� �, f - g f + g (f + g) (x) = f (x) + g (x) Df+g = Df ∩ Dg

./�*��(� ��� g �0� �� f f − g (f − g) (x) = f (x) − g (x) Df−g = Df ∩ Dg

�	���0��(��(��� �, f - g fg (fg) (x) = f (x) g (x) Dfg = Df ∩ Dg

�	���0��(��(��� ��� f �0* c cf (cf) (x) = cf (x) Dcf = Df

1��*��(� ��� f )�� �� g f
g

�
f
g

�
(x) =

f(x)
g(x)

D f
g

=
�
Df ∩ Dg

�− {x ∈ Dg|g (x) = 0}
��+�(� ��� f �� �� g g ◦ f (g ◦ f) (x) = g (f (x)) Dg◦f =

�
x ∈ Df | f (x) ∈ Dg

�

G�12 ������� ����	�������� ��	���	�����

7��� ��
���� ���! �� "���� �� ��������� 
��� ���������� ��� ����	���� f
�� ������ ��
 ��$ ����	�!���$

t (x) = x + α

���

s (x) = cx

.��	���� ? ���"������-

t ◦ f , f ◦ t, s ◦ f, f ◦ s

��� ��$ �"����� ���$ ����	�!���$

(t ◦ f ) (x) = t (f (x)) = f (x) + α

�/�
���*��� 
� ������ �� 00 ��� ��
������� ��
�� ���� �
 ����
 � ���� ����� ����	��
��� �
 ���� ��� 11 !� ��� ��
�� �������� !� ����	�� ��
�� ����� 
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� .�)/ �	����� 	
����	��
�	 �	�������������

(f ◦ t) (x) = f (t (x)) = f (x + a)

(s ◦ f) (x) = s (f (x)) = cf (x)

(f ◦ s) (x) = f (s (x)) = f (cx)

7�� ��
���� �� �'�������� ��	���� ���� ��	������� 8� �	���������!���#
�� �$ ��	�"����� ��� �"�� ���� )�	� ����	���� ��� f (x) =

√
4 − x2� �

����	���� ���! ���� ��"�� �	����� �� "������� [−2, 2]� ��
 ��� ���� ��$
y =

√
4 − x2 �	������� 
�� y ≥ 0 ��� ������ x2 + y2 = 4� ;���"! � �	�)�#

�! ��	������ ��$ f ����� �� ��� ��
 �� "�� ��������� ��� �	�&�� � �����$
x2 + y2 = 4 �� ��� x′x�

2�4;�4 , �$	��
��� f (x) + α

(�������� ���� Geogebra �� ����	���� f (x) =
√

4 − x2� (�������� ���
��	����	� α �� �	���! ���! α = 1 ��� ��� "	���� ��� ���!�� 6��
��� ���������
�� ����	���� t (x) = x + α� 6��
��� "������ h (x) = t (f (x))� � h(x) �����
� ����	���� f (x) + α� ����������$ �� "	���� �������� 
��
' ���(�� ��������� ��
 f (x)+α ��������� ��� ��	 ���(�� ��������� ��

f(x) ������	 	��
 ��	 ��	)*���) ���� |α| +��	) �	 α > 0, ���) �	 α < 0-
 �����	��� �	 �� �������	�
 �)	 �����)	 ��
 Cf ���	��	 )
 ����	 ��� ���

�������	�
 ��������� �� α#
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. $��	����
�� ���������� �	 ��
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2�4;�5 , �$	��
��� f (x + α)

(	��&
����� 
��$ �	�� �
�� ��� �$ h (x) ��������� ��� h (x) = f (t (x))
��� ����� � f (x + α)� ����������$ �� "	���� ��� �� α �������� "��)�	�
������
���� ��$ f (x + α)�

 �	���	���� 
��
' ���(�� ��������� ��
 f (x + α) ��������� ��� ��	 ���(�� ���������
��
 f(x) ������	 	��
 ��	 ��������*��.�� ���� |α| +�������� �	 α > 0, ��.��
�	 α < 0-# /����	��� �	 �� �������	�
 ��
 Cf ���	��	 )
 ����	 ��� ���

�������	�
 ��������� �� −α

M����� ���
$ � �������������
$ ���)�	�� �	������� �� ��"��� �	������ �
��� ����	���� �� ���� �� ��"�� �	����� ��$ �����$ ��� �������� ��� ������
���� �	������� �� −α�

2�4;�3 , �$	��
��� cf (x)

(�������� �� ����	���� f (x) =
√

4 − x2� ��� ��������� ��� ��	����	� c
�� �	���! ���! c = 1 ��� ��� "	���� ��$� (�������� �� ����	���� s (x) = cx
��� �	�&���� h (x) = s (f (x))�
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�" .�)) ��� �����	������%

("�
' ���(�� ��������� ��
 cf(x) ��������� ��� ��	 ���(�� ��������� ��

f(x) �	 ���������� ��
 ����
 �������	�
 ��� ���������������� ��
 �������	�

�)	 �����)	 ��
 �� c#

2�4;�8 , �$	��
��� f (cx)

6������ 
�� ��� �	�� �
�� ��� �	�&���� h (x) = (f (s (x)))�

9������� 
�� � ���(�� ��������� ��
 f(cx) ��������� ��� ��	 ���(��
��������� ��
 f(x) �	 �� �������	�
 �)	 �����)	 ��
 ���	��	 ����
 ��� ��
�������	�
 ���������������	 ��� c#

M����� �����! �� �������� ��� �� ������ ��� ��"��� �	����� �)�� 
��
�� ��������������� ��� c�

G�11 #�� �	�	����	�	'

2�44�4 , ���%��� �����
��� 
� αx2 +βx+ γ ��� 
� ���%���
�����
��� 
� x2�

7�� ��	�"����� ���
 �� "���� ��$ ��
 �� �	�)��! ��	������ ��$ x2 ���#
	���� �	������������$ �������$ ��
���$ ���������������$ ��� ��	��	�,���
���	���� �� )���'���� �� �	�)��! ��	������ ���� ��	����!$ ��$ ��	)!$
y = αx2 + βx + γ�  	�� �	���	������ �$ ��������� ��� ��	����� ��	)!
��� �	������� αx2 + βx + γ-

αx2 + βx + γ = α
(
x + β

2α

)2
− β2−4αγ

4α

4� �� ����$ ��$ ���� 
�� � ����	���� ��� �� �����$ ���	�� �� �	���,�� �$
�'!$-

x → x +
β

2α
→
(

x +
β

2α

)2

→ α

(
x +

β

2α

)2

→ α

(
x +

β

2α

)2

− β2 − 4αγ

4α

����������� �����	
���

������ ��	��� ������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr



. $��	����
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�� ���������� q (x) = x2 ��� ��
��

t1 (x) = x +
β

2α
, s (x) = αx2, t2 (x) = x − β2 − 4αγ

4α

�
�� ������ ��$ ��	����� ������	)����$-

x
t1→ x +

β

2α
q→
(

x +
β

2α

)2
s→ α

(
x +

β

2α

)2
t2→ α

(
x +

β

2α

)2

− β2 − 4αγ

4α

;���"! � f (x) = αx2 + βx + γ ���	�� �� �	���,�� �$ "��"����!" �������-

f = t2 ◦ s ◦ q ◦ t1

�$ "���� ��$ "�������� 
�� ���� ���� Geogebra� (�������� �	��� ���$
����������$ α, β, γ �$ ��	����	��$ "������$ �	����$ ����$ α = 1% β = 1 ���
γ = 1� ;�����	����� ��� �	��$ "	����$ ��� ����$ ��$ ��	����	��$� A	�&����
���
��� ��$ ���������$ ����$#-

c = α + 0, w =
β

2a
, D = β2 − 4αγ, m = − D

2α

� �	� ��� ����	�!���� ��	�� (�������� ��$

q (x) = x2, t1 (x) = x + w, s (x) = cx, t2 (x) = x + m

7�������� 
�� ���� Geogebra �� "������ t1(x)=x+w�
(���"! "� ��$ ��"��)�	�� � ��)����� ��� t2, q, t1 &����� ��
 ��� Geoge-

bra �� �	�,�� ���� �� ����������� *"�'� ���� ��� �����	��������� �� Show
Object+� ��� �� )����� �� ��"������ �!���� ��������� ��$ ��������$ ���#
"����- g (x) = q (t1 (x)) h (x) = s (g (x)) *�� ����� "���� ��$ ����$ ��� �#
��)�	���� "� �� ��	���	!���� "��)�	� "�
�� � g ����$ ����������������
�� 1+% ��� ����$ f (x) = t2 (h (x))� ��	���� �� ������ ��)������	��$ ���$
"��)�	��$ ���������������$ �� ��	�������!���� �� "��"	��! ��
$ �
�� ��#
�����- ;���� r = 1� A������� A1 = (r, q(r)). 4� ������ ���
 ��!��� ����
Cq� ��� A2 = (r − w, q(r))� 4� A2 ��!��� ���� Cg� 7�� �������� �	�#
&���� A3 = (r − w, cq(r)) ��� ����� ������ ��$ h� 4���$ �	�&���� �� ������
A4 = (r − w, cq(r) + m) ��� �� ����� ������ ��$ Cf � ��	���� ����&����$ ��
r �� �����'��� "��)�	����
 �	���
 ������� � "��"	��! ������� ��� ��	�������!
�� �	������ �� "���������

−−−→
A1A2% −−−→A2A2% −−−→A2A4� 4� ��!�� ��� ���������

���� �	���,�� �)�� ����� �������� �� ����$ α = 1
4 % β = 5

2 % γ = 4 ��� r = 2�
0� ������ ��
 Geogebra ��� ������������ ���� ��	�� 	� �� ������������#

� #$���	� 	���� ��� ��
����	� ��� ��
������� ( ��
���� ����������
 ��
���2
���
 ��
��� �����
�� ���� ���� 3 ( ������� t2 ◦ s ◦ q ◦ t1 ��	��
�� ((t2 ◦ s) ◦ q) ◦ t1
���� ��� (t2 ◦ s) ◦ (q ◦ t1) � t2 ◦ ((s ◦ q) ◦ t1) %������
���� �� ���� ���� �� ��
�������

��
�� ����
	)� ��� ������
�.�� � �������� c = α + 0 4������ � Geogebra ��
 ������ ���

�
�	�� ��� �
 ���� �	� ����� �������	� � c ��
 �
� �����	�
� �
����	�
� 
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 $ .�)) ��� �����	������%

2�44�5 , ���%��� �����
��� 
� αx+β
γx+δ ��� 
� ���%��� ����+

�
��� 
� 1
x�

4� ����	���� ���! ��� ������!���� ��� ��	��������$� 7� ��	��� ������
�� �� �����!���� �� �� 
���� ������(��� .��������� 
�� γ �= 0 *����
�������� ��	������ � αx+β

γx+δ ��������� �� ������+� 4	���������� ��� ���� ��$
����	����$ �$ �'!$-

αx + β

γx + δ
=

αx + β

γ
(
x + δ

γ

) =
α
(
x + δ

γ

)
+ β − α δ

γ

γ
(
x + δ

γ

) =
α

γ
+

βγ−αδ
γ

γ
(
x + δ

γ

) =
α

γ
+

βγ−αδ
γ2

x + δ
γ

��� �������$ ������-

αx+β
γx+δ = α

γ +
βγ−αδ

γ2

x+ δ
γ

 �	���	���� 
�� � �����
$ ����$ ��$ ����	����$ ���	�� �� ��	����� �$ �'!$-

x → x +
δ

γ
→ 1

x + δ
γ

→
βγ−αδ

γ2

x + δ
γ

→ α

γ
+

βγ−αδ
γ2

x + δ
γ

�� ����� �����!��� ��� �	��������� ��	��	�)� "� �� ����� "������� ��
�����,��� �� ��������- A����&���� f (x) = αx+β

γx+δ ��� q (x) = 1
x � (����$

�����&����

t1 (x) = x +
δ

γ
, s (x) =

βγ − αδ

γ2
x, t2 (x) = x +

α

γ
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��� ������

x
t1→ x +

δ

γ

q→ 1
x + δ

γ

s→
βγ−αδ

γ2

x + δ
γ

t2→ α

γ
+

βγ−αδ
γ2

x + δ
γ

(	��&
����� 
��$ ��	���$ ���� �	��������� ��	��	�)� �$ ���������$ ��#
	����	��$ ��� ����	�!���$ ���� Geogebra� 8� ��������� ��	� q (x) = 1

x
���

w =
δ

γ
, c =

βγ − αδ

γ2
, m =

α

γ

��� ��$ ����	�!���$ t1 (x) = x+w% s (x) = cx ��� t2 (x) = x+m 
��$ ��	���$
������ ���� �	��������� ��	��	�)�� �A�� �� ��
����� ����� ��	���$ �"���

�/ #�������

12�1 ������	 �� ���� �������	(��	

�$ ���	!����� ��� ����	����

s (x) = cx

��� ������ !"� �'������ ���� ��"��! ��	������ 
��� c = −1 "���"! �� ��#
��	����

s (x) = −x

�� ��	� ������ ��� �����"!���� ����	���� f �� "���� ���� ����� � �������
��� ��������� f ◦ s ��� s ◦ f "���"! �� ��������� �� ����	�!���$ f (−x) ���
−f (x)�

�
%
 	����� ���� ����������� � ������ 	� � ������� �� �������	�
�� ����������
	������ 
� ��
�� 	����� ������������ 
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 � )/�) ����	���� � ��� �	
���&�$�
�

4;�4�4 1$���
�� � ��� x′x�

(�������� ��� f (x) = x3 ��� ��� s (x) = −x� 6��
��� &����� �� ��$ "����
�� ����	���� h (x) = s (f (x))� (���� h (x) = −f (x)� 4� ���������� �����
�	�)���$- 4� ������ ��$ Ch �	�������� ��
 �� ������ ��$ Cf �	������$ ���
�"�� ��������� ��� ���	�����$ ��� �������� ���������� (������$ � Ch �����
����	��! ��$ Cf �$ �	�$ ��� �'��� x′x� ��� �� �������������� �� �����
$
���
 ���	����� ��� ��������
 ������ ��$ Cf � ;������ r = 1% ��������� ���
������
 "	���� ��� �	�&���� �� ������ A = (r, f (r))� � �� ���������
�	������ ������	��$ �$ �	�$ �'��� �	������� �� ������	��
 ��� � �$ �	�$
y′y �� ����� � Geogebra �� �������� 9� ����������$ �� "	���� ������������
�� � ���� Cf ��� �� 9 ���� Ch� 7�� ��!�� ������ ����'�� ��$ �	����$ ���
��$ Cf % Ch�

4;�4�5 1$���
�� � ��� y′y�

(	��&
����� 
��$ ��	���$ ��� �	��������� ��	�"����� ���� ���	�����$ ����
��� h (x) = s (f (x)) �� ������� �� "��)�	����! ���	� "���"! h (x) = f (s (x))�
4�	� h (x) = f (−x)� ;������������ 
�� �� Cf ��� Ch ����� ������	���$ �$
�	�$ ��� y′y� �� ����!����� ���	�� �� ����� �� ��	���� �� ������	��

���������� ������� � ��$ Cf �$ �	�$ y′y�
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4;�4�3 1$���
�� � ��� O�

�� ������ ������ ������	��$ ����� � ��
����� *����� ���+- �� ������
"�� ������
 ������$ ��� ��������� ��� �% ��� ��	���� �� ������	��
 N ��
$
�������  �$ �	�$ ��� �	��� ������ ��� �� ������	��
  ��� N �$ �	�$ ��
"����	� ������ �
�� �� Q ����� �� ������	��
 ���  �$ �	�$ �-

���
 �������� 
�� �� ��	���� ��� ����	���� ��� �� ���������� �	����	� ���
"�'�� �� ��� s (x) = −x �� ������ ��� ����	����% ��� s (f (s (x))) ��� ���
������	����� ��� −f (−x)% ��$ �����$ � �	�)��! ��	������ �� ����� �����#
�	��! ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ �	���!$ �$ �	�$ A� � ���� �
��� ��
������������ ��� h = s ◦ f ◦ s �� Cf % Ch ����� ������	���$ �$ �	�$ A� ��#
	���� �� ������������� �� �� ��������� �	������ 
�� �� ������	��
 �������
� ��$ Cf �$ �	�$ A ��!��� ���� Ch�
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�

4;�4�8 ���
�� ��� ����

& �$	��
���� �

� �	�)��! ��	������ ��$ ����	����$ f "� ���	�� �� ����� ������	��! �$ �	�$
��� �'��� x′x *�����I+� �� ����� �����	��! �$ �	�$ ��� �'��� y′y% "���"! ��
��������� �� ��� �	�)��! ��	������ ��$ ����	����$ f (−x) �� ������� �	����
;���"! ��� ����	���� f �� ����� �	��� �� ������ f (−x) = f (x) ��� ���� x
��
 ������ ��� �	�&���� � f � � ����� ���! ��$ ���� 
�� �	���� �� � f �	�&����
��� x �
�� �	���� �� �	�&���� ��� ��� −x� A �����
$ �	���
$ ��$ �	���$
����	����$ ��	��������� ��� ���! ��� �	�R�
����� ;���"! ��� ����	���� f
������� ����� ��-

• ��� ���� x ∈ Df ������ −x ∈ Df �

• ��� ���� x ∈ Df ������ f (−x) = f (x)�

7�� ��
���� ��!�� � Geogebra ���� ��	���!��� �� ����	���� f (x) = |x|
1−x2 �

8� ��� ��������-

f(x)=abs(x)/(1-x^2)
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��
 �� �	�)��! ��	������ )������� 
�� � ����	���� ����� �	����
!"�����# N� ���"��'��� 
�� � ��	����� ����	���� ����� �	����

�� � �	�)��! ��	������ ���$ ����	����$ f ��	�����&�� ������	�� �$
�	�$ ��� �	�! ��� �'
��� "���"! �� ��������� �� �� ������	��! ��$ "���"!
��� −f (−x) � ����	���� ����� ��	���!� ���
 �������� 
�� �	���� f (x) =
−f (−x) ! �����$ f (−x) = −f (x)� ������� ��	��!	��� �� ������ ���
�	���� ����	�!���� ������ ��� ��� �� ��"�� �	����� ��� ��	������ A �����
$
�	���
$ �����-
�� ����	���� f ������� ������ ��-

• ��� ���� x ∈ Df ������ −x ∈ Df �

• ��� ���� x ∈ Df ������ f (−x) = −f (x)�

!"�����# �(��� � ����	���� f (x) = x3 + x� N� ��	���!���� �� ����	����
���� Geogebra ��� �� ���"��'��� 
�� ����� ��	���!� 4	���������� �� ����	#
���� ���	�����$ ��� g (x) = x3 + x + 1� ;��'�� 
�� � g "�� ����� �	��� ����
��	���!�

12�/ ���	�����

(�"��� 
�� �� ���������� ��� f �� ��� t (x) = x + α � Cf ����)�	���� ��	��#
���� ���� ! ���� ������� �� �� ���	� ��� ����������� � ������� t ◦ f "����
����)�	�$ ����#���� ��� � ������� f ◦ t "���� ����)�	�$ �	����	�#"�'��� A�
����)�	�$ ����$ ���	������ ��� ��"�$ ������	��$� �A��$ ��� �� ��$ ������	��$
�$ �	�$ ���$ �'���$ ! ��� �	�! ��� �'
��� ������ ����� �� �	�����- ��	��
�� ��������� ������ ��
 ��$ t ◦ f % f ◦ t �� ��� f I

� �������� ��� �	��� �	����� ����� ���!� A� t ◦ f ��� f �� ����� ���$ ��
��� �
�� �� ��� 
�� �� x ��� ����� �	�&���� � ����	���� f ������ (t ◦ f) (x) =
f (x) "���"! f (x) + α = f (x)� � ��������� ����� ������ �
�� 
��� α = 0
��� �������$ ! t ����������� �� ��� f �)!��� ��� "����	� �$ �����

� �������� ��� "����	� �	����� ����� ��
 ��"��)�	����� (�"��)�	�� ��
�� �� ����	�!���$ f ◦ t ��� f ����� ���$ "���"! �� ������ f (t (x)) = f (x)
��� ���� x ��� �	�&����� �� "�� ����� � "�
 �
��� �� ���	�� �� ������
f (x + α) = f (x) ��� ��� �� x� 7� ��� ������ ��	������ �� �	���� ������
�
�� �� x 
�� ��� �� x + α �� ��!���� ��� ��"�� �	����� ��$ f � ������	���
���
 �������� 
�� � α �� �	���� �� ����� ������$ ���� �� � �	�)��! ��	������
��$ f ������������ �	�&
���� ���� |α| *���� "�'�� ���� �	����	�+ �� ��������
�� ��� ����
 ��$� �$ ���������� 
�� �� α ����� �����
� 4
�� ���� �������
��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ f ��� ����������� �� "������� ������$ α ��
����������������
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  )/�� �	�����	

4;�5�4 ��������& �$	��
���� �

�� ����	���� �� ���! ��� �"�
���� ���� �� �������� ��$ �������,�$ ! �����

��$ ���� ��	��"��! ��� � α �� ������� ��	��"�$ ��$� � α > 0 � ��������
f (x + α) = f (x) ����� �������� �������,�$ �	�$ �� "�'��� 4� ������ ���#
���	�$ ��$ 9� C������ ���� �	���
 ��� "���� ���� ������ ������� �������,�
��� �	�$ �� �	����	�� (�������������� ���
 ��� �	���
 �	���	������� ���
"��
 ��$ ���������
� �� ����	���� f �� ������� �������� �� ��	��"� α > 0
��-

• ��� ���� x ∈ Df ������ x + α ∈ Df ��� x − α ∈ Df

• ��� ���� x ∈ Df ������ f (x + α) = f (x) ��� f (x − α) = f (x)�

(���� �	�)���$ 
�� ���� �����	! ����	���� �� ��"�� �	����� �� R ����� ��	��#
"��!� ��"� ����� ���	���� ��$ �	��������	���$ ����	�!���$ ��� ����� ��	��"���$�
7�� ���� ���
 �� ������������

, �$	��
��� 
�$ �������$ �&��$ � �$ "���� ��� ��	�"����� ��
������$ ����	�!���$ ���$ �����$ "�� ������ ���)�	��� ��� ����� ������������$
���� Geogebra� �� ������ ��� �� �	�����
 �	���
 ���
$ "������� ��� ��!��$
����"��� A @ "������� @ ����"�$ � F%? "������� F 
��$ F "������� ��� � F%5 ����
��� � F%GGGG� A �	���
$ ���
$ �����&���� ���	��� ��	�$� 4� ���	��� ��	�$
��� 1%/ ����� 1% �� ���	��� ��	�$ ��� 2%F ����� 2� ��	���� �� ��	��	�,����
�� ���	��� ��	�$ �� ��������	� ��	�����-

• 4� ������� ����
 ��� x ≥ 0 ����� � ��
 ������$ ��
 ���$ ���	����$ ���
"�� ���	������� �� x�

� ��	����� ��	��	�)! ��$ ����	���� �� �	������ ���	��� ��	�$ ��� ��� ���$
�	�������$ �	�����$� ��� ��	�"����� �� ���	���� ��� "�� ���	������� �� #1%?
����� �� #/% #5% #?% ��� ��� � ��� ������$ ��
 �����$ ����� � #/� 4� ���	���
��	�$ ��� #1%? ����� � #/� 4� ���	��� ��	�$ ��� x �������&���� �� [x]� 8� �����
����
�-

• [x]L� ��
 ������$ ��
 ���$ ���	����$ ��� "�� ���	������� �� x�

� Geogebra �������&�� �� ���	��� ��	�$ �� �� ������� floor� (����
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)/ $���
���
� ���������� �	 ��
 Geogebra  !

floor(3,89)=3% floor(-3,89)=-4

����'�� ��� Geogebra ��� "���� f(x)=floor(x)� � �	�)��! ��	������ ��$
f ����� � ��
�����-

� ����	���� ���! ���� ��������
 ��!��� ��� �� ����� ��� ��������
 ��$
"������� �$ ���������� ��� �	����! ��$ �� ��� ������� ��$� ����&���� ��
����$ �	���!$ ��� "������ ���������-

�$ ��	���� ���$ �	�����$ ��� "����!����$ [0, 1] '��������$ ��
 �� 2� A
�	���
$ 2 ���� ���	��� ��	�$ 2� �����������$ ��� ��������
����� �	�$ �� 1 ��
��������� �	�����$ ��� �����$ ����� ���	��� ��	�$ 2� 4� �	������ ����&���
��
���� �
��$ ������!����� �� 1� ���
$ ���� ���	��� ��	�$ 1� 4� ������
*1%2+ "�� ��	����������� ��� �	�)��! ��	������ ��� �� *1%2+ ��	������������
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 " )/�� �	�����	

�� ��� ������ ��!��� ��� �	�)��! ��	������ ���$ ����	����$ �� ���"��&����
�� ���	� ������� *•+ ��� �� "�� ��!��� �� ����
 ������� *◦+� � ���! ��
������� �� ���"��&��� �� �	�)��! ��	������ ��$ ����	����$ ��� ���	����
��	��$�

9������� 
�� ��� 1 � ����	���� ��	�����&�� ����� ��	���� �� ����� 
��-

• �A��� �� x ������ ��� 1 ��
 ���	
��	�$ ����$ �� f(x) ������ ��� 0

• �A��� �� x ������ ��� 1 ��
 ��������	�$ ����$ �� h(x) ������ ��� 1

• 4� f(1) ����� 1

, �$	��
��� 
�$ ��������� �&��$ � �� ��
 ��� �	���
 �)��	����#
�� ��$ ����"�$ ��� ��	����� ���
 ��� �� ������ ����� �� "���"��
 ��	�$� ��
�	��������!����� ��� ���������
 [x] ��� �� ���	��� ��	�$ ��� x �� �����-

• 4� �������� ����
 ��� x ����� ��� �� x − [x]�

(���� �	�)���$ 
�� �� ��'!����� ��� �	���
 ���� 1 ����"� �� "���"��
 ���
��	�$ "�� �� ����'��� 4� �"�� ��������� �� ��������� ��� �	���
 ���� ���� �
����	���� ����
� ��� "���"���� ��	��$ ����� ��	��"��! �� ��	��"� 1� ;����
���� Geogebra g(x)=x-floor(x) ��� �� ����� ��� �	�)��! ��	������ ���
"���"���� ��	��$-
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)/ $���
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� ���������� �	 ��
 Geogebra  #

9������� ����	� ��� ��	��"��
���� ��$ ����	����$ g� 4� ������� ��� ���#
������������ ����� ������ ����'� ��� ����������� ��� "������� [0, 1)-

('� ���� ���� ���	���� 
��$ �� ���	!����� 
�� ��������������� ��� �� ���#
���� ����'� ���� "����!����$ �� �����$ 1 ���� �� ������� ��� �����������
��� "�������

[
1
2 , 3

2

]
-

�)�� ��������������� �� ��!�� ��� �	������� ��� "������� [0, 1) ��������#
������� ��� �� ��!�� ��� �	������� ��� "������� [0, 2)-
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!$

;���"! ���	���� �� ���	!����� 
�� � ����	���� g ����� ��	��"��! ��� ��
��	��"� /� ���
 ������ ��
 ������-
!"�����1 N� ���"��'��� 
�� �� ��� ����	���� g ����� ��	��"��! �� ��	��"� α
�
�� ����� ��	��"��! ��� �� ��	��"� 2α�

�� ������������)� #����������

11�1  �� ��� %������������ )���� ���� ��	���� �	�	��	��'

, ���%��� �����
��� 
� �$	��
��� ��
�	�� ��"� ��$ �����
�����
$ � �	
��$ �� ��� ����� �� ���� ��	�������
 �	���
 x ���	���� ��
��������������� �� ������� ���-

1� 4�������� �� x ��� ����"���� ����� *���� ��� �����! )�	� �� �� x
����� �����
 ��� ���� ��� �	�����! �� ����� �	�����
+ ��� �����!�����
��� ������ ��

/�  	��������� �� ������ � ���� �'��� y′y ��� ���	����� �� ������ 9� �
��������� ��� ������� 9 ����� �� ������� ��� x�

��	���� �� ������� ���! ��� ��������! �� ��� ��!���� ��$Geogebra� (���#
����� �$ ���!��$ ��� ��	����	� m� ;������ ��� ���! m = 1 ��� ��)���&����
��� ������
 "	����� (�������� ��� ����"���� ����� x2 + y2 = 1� E����� ��

��� Geogebra �� �	�� �� ����	� ��� *�� ��� �����! Center+ ��� �� ������
���!$ ��� �� ��� �����
 ����'���� 7�� �������� ���	��������� �� �	������
*Angle with given sizeS� 6������$ ���� ��� ������ ���!$ ��� ������ ��
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����*� $��	����
������������ �	 ��
 Geogebra !�

��� �����
 ����'��� ��� x% ���� �	�! ��� �'
��� *"���"! �� ����	� ���
������+ ��� ���
��� ���������$ �� m ���	����� ����� �������$ m� � Geoge-
bra ��$ "���� ��� ��
�� ������ ��� ������ ��� ��&� �� �� "�� �	��)�������
������ �	��"��	�&�� ��!	�$ ��� ������ ��
 �� ������ ���
 )�	����� ������
���� �'��� y′y� 8� ������ �� ������� x-

� ����	���� ������� ����� ������ ��� ����������� �� ���� x �� ������� ����
����
�� � Geogebra ���� ��� "����
���� �� ��	���!��� �	�)��� ���! ���
����	���� �$ "���� �	��� ��$ ���	���� �� ��)�������� ��	��� ������ ��$
�	�)��!$ ��	������$� 7�����&����$ ��
 ���� ��� ������� ��������� ��� ��#
���� x = m ��� &����� ��
 ��� Geogebra �� �	�� �� ������ ���!$ ��$ x = m
�� ��� ������ ���� y′y ��� �	��������!���� ��� �� ����������� �� ��������
� "�'� ���� ��� ������ ���!$ ��� "�� ������� ���	��������� ��� �������#
�� ��� �����$� 4� ������ ���
 �� ���� ��������� m ��� ��������� ημm ���
�������$ �� ��!��� ��� �	�)��! ��	������ ��$ ����	����$ ��� ����
����
����������$ ��� "	���� �� ������ "��)�	� ������ ��$ �	�)��!$ ��	����#
��$� ;������$ ����$ f( x) =sin (x) �� ������ ��� 
�
���	� ��� �	�)��!
��	������-
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!� ))�) ��� ��
 !����
��	����� '���� ���
 "������ ���������%

A� ����$ ��$ ����	����$ ������� "� ���	��� �� '���	����� �� 1 ! �� ������
���� ��
 �� #1 �� ���� �
���-

−1 ≤ ημx ≤ 1

���	�)�	�� ��� �� ��� ����! ��	)! �	�)���� ���

|ημx| ≤ 1

, ���%��� �����
��� 
� �$	��
��� �$	��
�	�� 7� ����
�	���
 x ���	���� �� ��������������� �� ���������� ���� ���
 ������� ��
�	�������� 
��$ ��� ������� ���� ���� �� �	��������� ���� �'��� ���
y �	��������� ���� �'��� ��� x� ��� �� �	������� ������ ��$ �	�)��!$
��	������$ "���"! ������ ��$ ��	)!$ (x, συνx) �	���&
����� � ���! συνx
�� �	������� ���� y′y� ���
 ������������� �� ��� ������	�� �$ �	�$ ���
������ y = x� � 
�� ��������! �� ��� Geogebra "���	������ ��� ��!�� ���
���������� .�������&���� 
�� � ����	���� ���������� ��������� �$ cos�

M����� ��� �"� ������-
−1 ≤ συνx ≤ 1

���	�)�	�� ��� �� ��� ����! ��	)! �	�)���� ���

|συνx| ≤ 1

!"�����- N� ������ �!�� �	�$ �!�� ��� �	��������� ��������!�

, ���%��� �����
��� 
� �$	��
��� �%��
��&	�� �A��$ �����
�����
 ��� �� �	���� ��� �)�������� ��� �	����� x �	���&
����� ��� ��
��
�'��� ���� ζ � �����$ �	������� ��
 ��� y′y �� ����)�	� �	�$ �� "�'�� ����
��� ����"� *"���"! ��� �� ��	���������� ���� �� "������� �u = (1, 0)+� �

�� �	����� ����� � �'!$- 4���������� ��� x ��� ����"���� ����� ��� ���
���
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 Geogebra !�

�	������� �� ������ ��� ��� ���	������ ��� )�	����� ��� ������ ��� �	�&��
�� ������ ���
 �� �� ����	� ��� ������ "���"! �� ��� �	�! ��� �'
���� �
������ ���! ������ ��� �'��� ζ �� ��� ������ ��� ����������� ���� �)��������
��� x�

��	����% �	��&
����� ��	���� 
��$ �	��% �� �������������� ������ ��$
�	�)��!$ ��	������$ ��$ �)��������$� (���� �	!���� 
��� ��������� ���
��	����	� m �� �	������ ��� "	���� ��������	� ��	�$ ���� �������� ���!
#/2 ��� ������� /2� �)�� �	���� �� ������ 9 ��� �	���������� ��!����$ ��
�	��������� ��� �� ������ (x, εϕx)� ���
 �	������� )�	�����$ ������ ��
 ��
9 ���� y#�'��� ��� �����������$ ��� ���! ��$ �� ��� ������ x = m� �)��
�	���� ��	��� ���������� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ �)��������$
&����� ��
 ��� Geogebra �� ��	�'�� ��� ��� �	�)��! ��	������� ���
 �������
"������$ f(x)=tan(x)

7�������� 
�� � �)�������� "�� �	�&���� 
��� �� ������ ��� ���	������ ���
�	���
 x �	������� ���� �'��� y′y� ;���"! 
��� �����

x =
π

2
+ kπ, k ∈ Z
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!� ))�� ( �	����������� ��� �����
��	����	 ��
�����	�%

A� ����$ ����$ "�� ��	����������� ��� ��"�� �	����� ��$ �)��������$� (��#
����$ � �	�)��! ��	������ ��$ "�� "������� ������ ���$ ������$ ��$ ��	)!$
x = π

2 + kπ� �A��$ ������ "�� ��� �� ����$ ��	�������$ ! �	�)��! ��	������
<< ���)����� >> ����$ ��$ ������$�  �� ������	�����-

• �A��� �� x ������ ���� π
2 +kπ ��
 ���	
��	�$ ����$ � εϕx ������ ��� +∞

• �A��� �� x ������ ���� π
2 + kπ ��
 ��������	�$ ����$ � εϕx ������ ���

−∞

!"�����-  ���$ ��
 ��$ ����	�!���$ �������% ����������% �)�������� �����
�	���$ ! ��	����$I

11�/ & ������������	 ���� �������������� ���	�������'

, ������ 
� �$	��
��� ��
�	�� � ���! ��� ����
��� ��� x "��
�'�	����� �
�� ��
 ��� ���! ��� ���� � x 
�� ��
 ��� ���� ��� �� ���� � x ��
����������� ���� �	��������	��
 ������ (������$ �� ��	�)�$ ��� �� ��	��
���� �� ������� "�� ���&��� 	
��� A� ����$ ��� ����
��� ����������������
��� ���� ��	�)! "���"! ��� ���� 2π� � �����! ����� ��� ��	��	�)�� ���
 ��
�����
$ �����

ημ (x ± 2π) = ημx

� ������� ����
� ����� ��� ����	���� ��	��"��! �� ��	��"� 2π� ���� ��� ��
�	����� 4π, 8π, 12π, ... ����� ��	��"�� ��$ �������� (�������� ���� Geoge-
bra ��� ��	����	� m �� �	���! ���! m = 1� ;������ f(x)=sin(x)� ;������
g(x)=sin(x+2*m*pi)� ��
 ��$ �"�
����$ �	�&���� � �	�)��! ��	������ ��$
g �� ����� "������������ 7�� �������� ����&���� �� m �$ �'!$- (���������
��� ����� m=1 ��
 �� ��	���	� ��$ �����	�$ ��� ���
��� ������ �� ��� *↑+
! �� ���� *↓+ ������� � "������ ���! ���	�� �� ����� ��� �� �������! "	����
��� �� m ����% 
��$ �� "����������� � �	
��$% ���
$ �	��)�	�� ������	�
������� � ��� ��'������� ��� m � �	�)��! ��	������ ��$ g ���������#
��� "�'�� �	����	� *�����
 "�
�� ���	�����$ ��� g ���������� ���	����� ���
������� f ◦ t �� t (x) = x + 2mπ ��� 
��$ ������ "�� �	������ ����������
"�'��#�	����	�+�
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����*� $��	����
������������ �	 ��
 Geogebra !�

8� ��	���	!���� 
�� 
��� �� m ���	��� ���	��� ���! �
�� �� �	�)���$ ��	�#
������$ ��� f ��� g ����������� ���
 ����� ������
���� "�
�� �� �	����� 2mπ
����� ��	��"�� ��$ �������� (����$ �� ��	���	!���� 
�� �� "�� ����	�!���$ "��
���������� ��� �! ���	���$ ����$ ��� m� � "�
 �
��� (��	���� 
�� � �������
"�� ���� ����$ ��	�
"��$ ���
$ ��
 ��$ 2mπ,m ∈ Z,m �= 0� ���
 ������ ���
��� �����	! ��
"��'� ���	���� �� ����� 
��� ���������� ��� ��
����-

!"�����- N� ���"��'��� 
�� �� ��� 
�� �� x ������ ημx = ημ (x + T ) �
��
T = 2mπ ��� ������� ���	��� m�

, ������ 
�	 �$	��
����	� �$	��
�	�0 �%��
��&	�� ��#
	���� ������ ���������������$ ��� �	��������� "��"������ ���� "������$
f(x)=cos(x) �� ������������� 
�� �� �	����� 2mπ, m ∈ Z,m �= 0 ����� ��	�#
�"�� ��$ ����	����$ �����������

(��������$ ��� ����	���� f(x)=tan(x) ��� ���� g(x)=sin(x+2*m*pi)
�� "����������� 
�� � g �� �������� �� ��� h 
�� �
�� ���$ ���	���$ ����$ ���
m ���� ��� ���$ ����$ ���	���$T���! ����"�� ���
 �������� 
�� *���������
��� ��� �	��������	��
 �����+ � �)�������� ��������������� ���� π�

11�5 &����� 	�� ���������

7��� Geogebra "������-

m=0% f(x)=sin(x)% g(x)=sin(x+m)% h(x)=cos(x)�

Q����&���� �� �!�� �������!$ ��� m �� ����� 2%21� A	�&���� � �	�)��!
��	������ ��$ g �� ����� "������������ ������! ��� m �	������ �	�&
����
���������� ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ �������� 9������� 
�� 
��� �� m
��	�� ��� ���! 1%@0 ��� ���	�������� ���� �	��������� ���� ���! π

2 � ! �	�)��!
��	������ ��$ g �� �������� �� ��$ h� ���
 ��������� "�
�� �����

ημ
(π

2
+ x
)

= συνx
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! ))�� �	����� �
����	��
�	 ��
�������%

11�? ������� ����	�������� �����	���'

44�8�4 , ημ (cx)

�(����� "�� ��� �	��������� �� ��������� 
��� ��
 ��� ����	���� f(x) ���#
����&���� ��� ����	���� f (cx) �� c > 0� � �	�)��! ��	������ ��$ f ��
������� ! �� ���������� ���� �!��$ ��� x′x ������� �� �� � c ����� �����
�+
�� ! ����������
 ��$ ����"�$� �� ��	� � ����	���� f(x) ����� ��	��"��!
�� ��	��"� T > 0 �
�� � �	�)��! ��	������ ��$ f(x) ��������������� ���
T � �A��� ����� c > 1 � �	�)��! ��	������ ������&���� �������$ � �������#
,� �� ����� �� ���	
��	� "������� ��� 
��� c < 1 � �������,� �� ����� ��
��������	� "��������  �
 ������	�����-

• �� � f(x) ���� ��	��"� T � f (cx) �� ���� ��	��"� T
c �

��� �� "���� �� )���
���� 
��� ����� f (x) = ημx ��������� ���� Geogebra
��� ��	����	� c = 1 ��� f (x) = ημx ��� ��� g (x) = f (cx)� ����&����$ ���
���! ��� c �������� ��$ ������$ ��� �)������� � �	�)��! ��	������-

44�8�5 , f (x) + ημcx

�A��� �� ������ ����	���� f(x) �	��������� ��� ����	���� ημcx �
�� ����
)�	� �� ��� ���! ��$ f �	��������� ��� �	���
 ����'� ��� 1 ��� ��� #1� ���
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����*� $��	����
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 Geogebra !!

�������� 
�� �� ���������� ������ ��$ f(x) �� ������ �� ���� ���� 1 ��� ���
����"� ! �� ������� �� ���� ���� ��� ����"�� 8� ����� ����
�

f (x) − 1 ≤ f (x) + ημcx ≤ f (x) + 1

��$ ��������� ���� Geogebra ��� ��	����	� c �� �	���! ���! c = 1 ���
����	���� f (x) = x2 ��� ��� ����	���� g (x) = f (x) + ημcx� (����$
��������� ��� ��$ ����	�!���$ h (x) = f (x) − 1 ��� s (x) = f (x) + 1� �
��������� �����! ���� ���! ��$ ��	����	�� �� ������ ��� ��
����� �	�)��!
��	������-

44�8�3 , f (x) ημcx

�A��� �� ������ ����	���� f(x) �����������&���� �� ��� ημcx �
�� ���� )�	�
��� ���! ��$ f �����������&���� ��� ������ �	���
% ��� ημcx% ��� �	�������
��� "������� [−1, 1]� ���
 ���� �$ �������� 
�� � �	�)��! ��	������ ��$ f
�� <U������>> ��
 ��� x′x ����� �
�� ����� ����� M�����

−f (x) ≤ f (x) ημcx ≤ f (x)

(�������� ���� Geogebra ��� �	���! ���! ��$ ��	����	�� c = 1 ��� ��$
����	�!���$ f (x) = x2% g (x) = f (x) ημcx% h (x) = −f (x)� ����&����$
����$ ��� ���	��! ������ ��� �	�)��! ��	������-
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!"

(�"��)�	�� ��	�����&�� � ��	������ 
��� f (x) = 1
x ��� c = 1� 4� �	�V
�

����� � ����	���� g (x) = ημx
x � ���! �	�&���� ��� x �= 0� 4�� ��������� ����

Geogebra�

9������� 
�� � Geogebra "�� �������������� 
�� � ����	���� "�� �	�&����
��� 2� (� ��������� �� ��� 1

x � �	�)��! ��	������ ��$
ημx
x "�� ���)�����

��� ������ x = 0�  �� ������	����� 
��� ������&���� ��� 2 � �	�)��! ��	�#
����� ��$ ημx

x ������&�� �	�$ �� ������ *2%1+ "���"! �� ����$ ��$ ����	����$
������&��� �	�$ �� 1� ���"��������� 
��-

• �A��� �� x ������ ��� 2 �� ημx
x ������ ��� 1

4� ��������� 
��� �� x ��������� ���	�
	����I 4� x "������ "����!���� 
���
� ημx �������������� ��������
���� ����'� #1 ��� 1� �A��$ � ��	�������!$
x ��� ��������$ ημx

x ������� ������ ��������	�$ ��� �� ������ ������&�� ���
2� 9������� ��� ��!�� 
�� � �	�)��! ��	������ ������ �� �������� �� ���
�'��� x′x� ���"��������� 
��-

• �A��� �� x ������ ��� +∞ �� ημx
x ������ ��� 2

�	 0��������-

1/�1 ������� *�������� �  �(����� ���	�������

�$ ��	���� ��� ����	���� y = 30 − x "���"! ��� f(x) = 30 − x� ��
��'������ ��$ ����$ ��� "������ ��� x �� y ����������� ! �����$ (��	��� ���
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)� 0�������	� ���������� �	 ��
 Geogebra !#

����� �����
- �A��� �)��	���� ��������	� �	���
 ���	����� ���
 ��� ���������
���
 �������� 
�� �� ��������� ��� ���! x1 ��� �	���� ��� ���! ��$ f (x1) ���
���� ��������� ��� ��������	� ���! x2 �
�� �� ��	���� ��� f (x2) ���	
��	�
��� f (x1)� �� ������ �� ������� ���� ������� �� �	�)���-

x1 < x2 ⇒ −x1 > −x2 ⇒ 30 − x1 > 30 − x2 ⇒ f (x1) > f (x2)

������	��� �� ��	����� "����������$ ����� ��� ��
����� �������- � �	�#
)��! ��	������ ��$ f ����� ��� ������� �� ��	���� �� ������ x1 < x2 ���
���� ������������ �� ������ A (x1, f (x1))% B (x2, f (x2)) ��� ��!���� ���
�	�)��! ��	������ ��$ f �� ������ 
�� � ��������� ��� � ����� ��������	�
��
 ��� ��������� ��� 9� 0� & ��	�� ��.������ ��� " +���) �������	�
- ����
��	�� ��� ���) ��� �� " +���) �������	�
-#

�A�� ���� ���$ �� �����"������$ ���	���$ �� �� ����� ����-  	�$ �� "�'��
����� ����)
	�P (���$ "�� ������� ������ ��	���
��	� ��
 �� �� ��	��	�)����
�� �����������$ 
	��$ ��� ����)
	�- 7��� ������� y = f(x) ���	 ��	������
���
 �� ��.�� *���
 �	���� �� �� ����� �)�� ���	���� �
��$ ����)
	�$ 
��$
���)
	�$+ ����� ����)
	� �� ��� ���� x1 < x2 ����� f (x1) > f (x2)� 7�
���! ��� ��	������ ��� ����	���� f(x) ��� ���� ������$ )�������� �(�����
����
� ��� ��
����� �	���
-

• � ����	���� f �� ������� �	���)
 (��	���� �� ��� ���� x1, x2 ��
 ��
��"�� �	����� ��$ ��� �� ����� ������ x1 < x2 ������ ��� f (x1) > f (x2)�

M����� ������ ��� ��$ ���)
	�$ ��� ������������ �� ����	�!���$ ������$
��'����$� �A��$ � f(x) = 30 + x� �A��� ��'������ �� x �� ����$ ��$ f
��'������
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"$ )��) "
���� )��
���	 � ��$���	 ��
�����	�

A ����������$ �	���
$ ����� ��	���$ ���
$ ��� ��	��������-

• � ����	���� f �� ������� �	���)
 ��.���� �� ��� ���� x1, x2 ��
 ��
��"�� �	����� ��$ ��� �� ����� ������ x1 < x2 ������ ��� f (x1) < f (x2)�

�� ����	���� ���	�� �� ��� ����� ������$ ��'���� ! ������$ )������� ����
�� ����� ���� ��
 �� "�� �� ��� ������� ��� ��"��� �	����� ��$% �� ��� "��#
����� ��� ��	������� ��� ��"�� �	����� ��$� �$ ��	���� ��� ��	�"����� ���
����	���� f (x) = x (x − 1)

(
x2 − x − 1

)
��� ��!����$ ��� ���������-

9������� 
�� � ����	���� ����� �	���� ������$ )������� ���� ������$ ��#
'���� ���� ���� ������$ )������� ��� ���� ���� ������$ ��'����� �����
������ �����
 ��� �������� "�
�� "�� ���	��� ������ ������� 
�� "� �� ����#
�� ���� ������ �����!� ��� ��	�"����� �� ������� ��� �	�)��! ��	������
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)� 0�������	� ���������� �	 ��
 Geogebra "�

��$ ����	����$ g (x) = x (x − 1)
(
x2 − x − 1

)
(|x− 3| − |2 − x|) *�� ��������

g(x)=x*(x-1)*(x^2-x-1)*(abs(x-3)-abs(2-x))+ �� "���� 
��% )��������#
��% ��������� �� ������ ��$ f � (�������$ �� ��������� ! ���������� ��$
���)�����$ ���"����$ ����� ��� #12 ! ��� G �� "���� 
�� �� "�� �	�)���$
��	�������$ "��)�	����������� (���� �� ��������! ���� �� "�"���� 
�� ���
��������� �� "��)�	� ������������ ��� �������� ���� ���!��$ �������#
����� ��	�$ ��$ ��!����$� 0� ���	 �������������, ���	 �������������, ��	�
��� ��	 ��)���#

��	���� �� "������ ���$ ��	����� �	�����$-

• � ����	���� f �� ������� �	���)
 (��	���� �� ��� "������� Δ ���
��	������� ��� ��"�� �	����� ��$ �� ��� ���� x1, x2 ��
 �� Δ ��$ ��� ��
����� ������ x1 < x2 ������ ��� f (x1) > f (x2)�

• � ����	���� f �� ������� �	���)
 ��.���� �� ��� "������� Δ ���
��	������� ��� ��"�� �	����� ��$ �� ��� ���� x1, x2 ��
 �� Δ ��$ ��� ��
����� ������ x1 < x2 ������ ��� f (x1) < f (x2)�

�� ����	���� ��� ����� ������$ ��'���� ! ������$ )������� ������� �	�*
��)
 ��	���	�� �� ��� ����	���� ����� ������$ ��'���� ! ������$ )�������
�� ��� "������� Δ ��� ��	������� ��� ��"�� �	����� ��$ �
�� ������� �	���)

��	���	� ��� Δ�

1/�/ + ,���� ���	$����

�$ '�����	������ ��� ����	���� f (x) = x (x − 1)
(
x2 − x − 1

)
� 7�� ��!��

��� ��������� � �����"� ���� ��	����� �� ? ��	����$� � ���� ��� ��	�����
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"� )��� * +��� �	�� ���

��� ������� ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ f 
��� � f ��	�����&�� ��� ��"�$
���������$� �	���� ������$ ��'���� ���� ������$ )������� ����

(��������� "�� ������ � ��� 9 ��
 ��� �	��� ��	���!�  �	���	���� 
��%
��� ���
 ����� ���'�	���� ��
 ��� ������! ��� �������% 
�� � ���������!$
"���������$ ��$ ������$ �9 ����� �	�����
$� �� 
��$ ��	���� "�� ������
� ��� ; ��
 ��� "����	� ��	���! ���� ����� � ����	���� ��$ ����� ������$
��'���� � ���������!$ ��$ ������$ �9 ����� �����
$�

�� ��	� �� P (x1, f (x1)) ��� Q (x2, f (x2)) ����� "�� "��)�	� ������ ��$
�	�)��!$ ��	������$ ��$ f �
�� �� ����� x1 �= x2 *�����I 4� �� ��������� ��
!��� x1 = x2?) � ���������!$ "���������$ ��$ ������$ PQ �����

f (x1) − f (x2)
x1 − x2

=
f (x2) − f (x1)

x2 − x1

A �	���
$ f(x1)−f(x2)
x1−x2

������� ����
 �������
 ��
 f ��� x1, x2� ��
 ��
�	��������� ����� ��)�$ 
��-

• �� �� ������ "������� Δ � f ����� ������$ ��'���� ��� x1, x2 ∈ Δ �
��
� �
��$ �������!$ ��$ f ��� x1, x2 ����� �����
$�

• �� �� ������ "������� Δ � f ����� ������$ )������� ��� x1, x2 ∈ Δ
�
�� � �
��$ �������!$ ��$ f ��� x1, x2 ����� �	�����
$�

 	���������� �� ���"��'��� �� ��	����� �	������������$ ��� 
	���
 ��$
������$ )�������$ ��� ��$ ������$ ��'����$ ����	����$� (����$ �� ���"��#
'��� 
�� ������ ��� �� ������	�)� "���"!-

• �� ��� ���� x1, x2 ∈ Δ � �
��$ �������!$ ��$ f ��� x1, x2 ����� �����
$
�
�� � f ����� ������$ ��'���� ��� Δ�

• �� �� ������ "������� Δ � f ����� ������$ )������� ��� x1, x2 ∈ Δ
�
�� � �
��$ �������!$ ��$ f ��� x1, x2 ����� �	�����
$�

����������� �����	
���

������ ��	��� ������
http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr

���� ����	
����
www.nsmavrogiannis.gr



)� 0�������	� ���������� �	 ��
 Geogebra "�

1/�5  �(����� � *�������� ���	�������

�O��$ ���		����!���� �� ��������� �� �� ��� "������� � �
��$ �$�����!$ �����
��"��� (���"! � �
��$ �������!$ ����� ������ �� �	���� � �	�����!$ ��� ��
����� ��"��� ;���"! �� ���
 �� "������� �� �	���� �� ����� f (x1) = f (x2)

���� ��� �� ����� �� x1, x2� � "�
 �
��� �� �	���� 
��$ �� ����$ ��� ���	���
� f �� ���
 �� "������� �� ����� ���$ "���"� � f �� ���
 �� "������� �� ���
����&�� "���"! �� ����� ������� �(����� ����
� ��� ��
����� �	���
-

• � ����	���� f �� ������� ������ �� ��� "������� Δ ��� ��	�������
��� ��"�� �	����� ��$ �� ��� ���� x1, x2 ��
 �� Δ ��$ ��� �� �����
������ x1 < x2 ������ ��� f (x1) = f (x2)�

(�������� ���� Geogebra ��� ����	���� f (x) = |x − 2| + |x + 2| "���"!
"������ f(x)=abs(x-2)+abs(x+2)�

9������� 
�� � ����	���� ���! ����� ������$ )������� ��� "������� (−∞,−2]%
�����	! ��� "������� [−2, 2] ��� ������$ ��'���� ��� "������� [2,+∞)� 4�
���	���� �� ����� ������ �����	�)�	� ��$ ����	����$ ��� "������� (−∞, 2]I
��)���$ 
�� 
�� ����� ������$ )������� "�
�� "�� 
��� ��������� �	�$ �� "�'��
� �	�)��! ��	������ "�� ����������� 4� �����	� ����� 
�� � �	�)��! ��	����#
�� ��	 �	����	��� � ����	���� ������� *����$+ )�������� ���������� ���
"������� [−2,+∞) � ����	���� ����� )�������� �(����� ���$ ��
������$
�	�����$-

• � ����	���� f �� ������� (��	���� �� ��� "������� Δ ��� ��	�������
��� ��"�� �	����� ��$ �� ��� ���� x1, x2 ��
 �� Δ ��$ ��� �� �����
������ x1 < x2 ������ ��� f (x1) ≥ f (x2)�

• � ����	���� f �� ������� �	���)
 ��.���� �� ��� "������� Δ ���
��	������� ��� ��"�� �	����� ��$ �� ��� ���� x1, x2 ��
 �� Δ ��$ ��� ��
����� ������ x1 < x2 ������ ��� f (x1) ≤ f (x2)�

(���� �	�)���$ 
��
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����
www.nsmavrogiannis.gr

����������� �����	
���

������ ��	��� ������

http://lyk-evsch-n-smyrn.att.sch.gr



"� )��� * +��� �	�� ��� $�
�

• �� �� ������ "������� Δ ��� ��	������� ��� ��"�� �	����� ��$ � f �����
��'���� ��� x1, x2 ∈ Δ �
�� � �
��$ �������!$ ��$ f ��� x1, x2 �����
��������	�$ ! ���$ ��� ��"��
$ ��� ������	
)�$�

• �� �� ������ "������� Δ ��� ��	������� ��� ��"�� �	����� ��$ � f �����
)������� ��� x1, x2 ∈ Δ �
�� � �
��$ �������!$ ��$ f ��� x1, x2 �����
���	
��	�$ ! ���$ ��� ��"��
$ ��� ������	
)�$�

�� ����	���� ��� ����� ��'���� ! )������� ������� ��	���	�� ��)���$
��� ������$ ���
���� ����	���� ����� ��� ���
���� ���� �� ������	�)� "��
�������

1/�? + ,���� ��	$���� (	�	

�$ ���������� 
�� ��� ����	���� f (x)� �� "������ "�� ����$ ��� x ��$
x1, x2 �
�� � �
��$ �������!$ ��$ f ��� x1, x2 �����

f (x1) − f (x2)
x1 − x2

=
f (x2) − f (x1)

x2 − x2

�A��� �� x ��
 x1 ������� x2 � �������! ����� x2 − x1� � ���������� �������!
��� ��$ ����$ ��$ f ����� f (x2) − f (x1)� 7�������� ���	���� �� ����� 
��-

�������! ��$ f
�
��$ �������!$ ��$ fL

�������! ��� x

7��� M����! ����� �����������$ ��� � ���������
$ Δf
Δx ! ��� �

Δy
Δx � (����$

����������� �	�����! ����� �� ���	����� ��� �
�� ��������$ ��$ f ��� x, x+h

��� �� ����� � f(x+h)−f(x)
(x+h)−x = f(x+h)−f(x)

x �

1/�@ %����  �������

1� �(��� f (x) = x2 − 4x + 2� N� ���"��'��� 
�� � �
��$ �������!$ ��$ f

��� x1, x2 �����
f(x1)−f(x2)

x1−x2
= x1 + x2 − 4� 9���� ����� �� ���"��'���


�� � ����	���� f �����

*�W+ ������$ )������� ��� "������� (−∞, 2]�

*�W+ ������$ ��'���� ��� "������� [2,+∞)�

/� N� ���"��'��� 
�� � �
��$ �������!$ ��$ f (x) = x5 ��� x, x0 �����
x4 + x3x0 + x2x2

0 + xx3
0 + x4

0�

5� N� ���"��'��� 
�� � �
��$ �������!$ ��$ f (x) = ημx ��� x0, x0 + h
����� ημx0

συνh−1
h + συνx0

ημh
h �
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)� 0�������	� ���������� �	 ��
 Geogebra "�

1/�D -�- ���	�������

(�������� ���� Geogebra��� ����	���� f(x) = x3 − 3x2 + 3x + 1 "������$
f(x)=x^3-3x^2+3x+1� � �	�)��! ��	������ ��$ f "������ 
�� ����� ������$
��'����� ���
 �������������� ��� ��
���� ���	��� A �
��$ �������!$ ��$ f
��� x1, x2 �����

f (x1) − f (x2)
x1 − x2

= x2
2 + (x1 − 3) x2 +

(
x2

1 − 3x1 + 3
)

��� �	
������ ��� �����
 �	���
 *�����I+� (�������� ��� ��	����	�m �� �	����
���! m = 3� (����$ ��������� ��� ������ y = m� � ������ y = m ������
��� �	�)��! ��	������ Cf ��$ f �� ��� �
�� ������ ��� ������&���� �� ��
��������� �	�������

A ����	���
$ ���
$ "����������� ��� ����-

• � ������ y = m ������ ��� Cf ����� 
 �� ��� �������

��� ���	�� �� �������� �� "�� �����-

• � ������ y = m ������ ��� Cf ����������	 �� ��� �������

• � ������ y = m ������ ��� Cf �� ���� �� ��� �������

;���"! ������ � ��
����� << �'����� >>

��	���$ L ����������� T �� ����

4�� �	��� ����	���
 *"���"! �� << ����������� >>+ "�� ������� �� ����% ��� ���
�	�% �� �� ���"��'����� �$ �� �����,����� A "����	�$ ����	���
$ ���"������
������ ������ ��
"��'�- �� �� y = m ��� Cf ��������� �� ������ ������ ���

����"! ����� ������ ��$ Cf �� ����� ��$ ��	)!$ (x0, f (x0))� (���"! �� ��!���
���� ������ y = m � ��������� ��� �� ����� m "���"! f (x0)� �� ��	� x �����
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" )��# ,&, ��
�����	�

���$ �	���
$ �� x < x0 �� ����� *��� '������ 
�� � f ����� ������$ ��'����+
f (x) < f (x0) = m� ��	� �� ������ (x, f (x)) ��!��� ��� ���� Cf ���� 
��
���� y = m� 4� �"�� ��������� ��� 
��� x > x0 "�
�� �
�� f (x) > f (x0) = m�
��	� �� �
�� ������ ��$ Cf ��� ��!��� ���� ������ y = m ����� �� (x0, f (x0))�
(������$ �� �� "�� �	����$ ����� ����
 ������ ���
 �� ����� ����"��
 "���"!
����� �� ���� ��� ����
 ������� 4� �����
$ 
�� � y = m ������ ��� Cf �� ����
�� ��� ������ �������� 
�� "� ���	���� �� ������ �� �"�� y ��� "��)�	�����
x "���"! ����������� �� ������ f (x1) = f (x2) 
��� x1 �= x2� �� ������
����	���� ������� 1#1�

• � ����	���� f ������� 1#1 �� ��� ���� x1 �= x2 ��
 �� ��"�� �	�����
��$ ������ f (x1) �= f (x2)�

�� ��� ����	���� ����� 1#1 �
�� ��� x1 < x2 ����� f (x1) �= f (x2)� ;�#
��"! �� f (x1) , f (x2) "��)�	���������� ��	�$ ���� ������� �� ����� �����
f (x1) < f (x2) ! ����� f (x1) > f (x2)� ��� �� �� "���� ���
 �$ ��	���� ���
����	���� f(x) = x3 − 3x2 +3x+1 ��� �	��������!���� ��� �	���������$�
A	�&���� ��� ����	���� g(x) = f(2 − x)� A� Cf ��� Cg ����� ������	���$
�$ �	�$ ��� ������ x = 1 *�����I+ "���"! � Cg ����� �� ��"��� ��$ Cf 
���
���	�)��&���� ���� x = 1� 8� ����'���� ��	� ��� ����	���� f �$ �'!$�
 ����� �� �����	�)�	���� 
��$ � ����
$ ��$ ���
$ ��
 �� "������� [0, 2] ���
�� �����	�)�	���� 
��$ �� ��"��� ��$� � ����	���� ��� �� �	������� ��
����� �-

h (x) =

⎧⎨⎩
f (x) αν x < 0
g(x) αν 0 ≤ x ≤ 2
f(x) αν 2 < x

� �	�)��! ��	������ ��$ h �	������� �� ���� ���	��	���!� (����������� �
��
��� ������� ��� ��	��������� ��� �	������� �� ��	�)�$ �� ������ (0, f(0)%
(2, g (2))% (2, f (2)) ��� (0, g (0))� �)��	���� ��
 ��� �	�)��! ��	������ ��
������� ��$ ��� ��	������� �� ���
 �� �	������� ��� ���� ����� "������ ��
���������� ������� ��$ Cg�
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)� 0�������	� ���������� �	 ��
 Geogebra "!

4� ���������� ����� �� ��
�����-

��� �� ��	����� � �	��������� ���
�� �'�����!���� ��� �����! Function ���
����	���� ���� Geogebra �� ��	���� 
�� ��
���	� ��� �	�)��! ��	������ ���$
����	����$ ���� ������ ��� ����������� 
��� �	�)�"������� ��
 ��� "��������
��� �� �	����	
 ������� "�����-

Function[x^3 - 3* x^2 + 3 *x + 1, -100, 0]

�(��� &��!���� ��
 ��� Geogebra �� ��	���!��� ��� ����	���� x3 − 3x2 +
3x + 1 ��� "������� [−100, 0]� ��� �� "�'�
 ������� "�����-

Function[x^3 - 3* x^2 + 3 *x + 1, 2, 100]

��� ����������� ��� �	�)��! ��	������ ��$ �"��$ ����	����$ ��� "�������
[2, 100]� 4���$ ��� �� ������ ������� "����� *��� '������ 
�� �� ������
������� ����������� ���� f(2 − x)+-

Function[(2-x)^3 - 3* (2-x)^2 + 3 *(2-x) + 1, 2]

4� ������ �	���������� �� ��$ ������$ ������$ ��� �� ����
 ������� ���
"�� ��
 ���� ������������� ����������$ �� ����
 �	��� ��
 ��$ �"�
����$�
� ����	���� ��� )���'��� �	����,� ��
 ��� ������$ ��'���� ����	�����
('��������� �� ����� 1#1 ���� "�� ����� ������$ ���
�����

A� 1#1 ����	�!���$ ��������� ��� ������	�� ����	�!���� ��� ��	������#
��� ��$ ������$ ���
����$� ������ ������ ��� �� �'!$ ���	���� �	��!	�� ���
�� "������������ �� ��� ����	���� f ����� 1#1-

• �� ��� ��� ����	���� f �����"!���� ������ f (x1) = f (x2) ������ ���
x1 = x2 �
�� � ����	���� ����� 1#1�

 	������ �$ ����� 
�� ������ �� ��	������ 4
�� �� x1 �= x2 "�� ���� ��
���������� ��� �� f (x1) , f (x2)� �� �� ����� ��� ��
�� ! �� ����� ������ �O��
" ����	��� �� ����� "�
�� ��
 �� �	��������� ������&����� ��� �� x1, x2 ��
����� ��� �	���� �"������ ��	� �� ����� ����� ��� � f �� ����� 1#1�
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"" )��� ������	

1/�0 ��	�	���

��������� ��� Geogebra ��� ��������� ��$ ����	�!���$-

f (x) = 1

g (x) = (x − 2) (|x − 2| + |x − 3| − 1) + 1

h (x) = (x − 2) (x − 3) (x − 4) + 1

k (x) = (x − 2)3 + 1

6��
��� ��
 ��$ �"�
����$ ����&���� ��"�$ ��� ����$ �	���!$ ��� �� '���	�#
&���-

 �	���	���� 
�� ��� 
��$ �� ����	�!���$ "����� ��� ���! 1� ���� ���	����
"��)�	�$� � f ���	��� �
�� ��� ���! 1 �)�� ��� 
�� �� x ������ f(x) = 1�
;���"! � f ����������� 
��$ ��$ ����$ ��� ���	��� �� x ��� �� )���'�� ���
�
�� �	���
- ��� 1� 6�� � ����	���� g ���	��� ��� ���! 1� ������ ���������

��$ ��$ ����$ ��� "����!����$ [1, 2] ��� �� "���� 1� � �	��� ����	���� �����
���
��	� ��������  ��	��� ��� ���! 1 �
�� 5 )�	�$ �)�� h (2) = h (3) =
h (4) = 1�  �
 ���������� �����	�)�	���� � k �)�� k (2) = 1 ��� � / �����
� �
�� ���! ��� ��� ����� �������� ���
� 9����� ���! ����� ��� � �
�� 1#
1 ����	���� ��
 ���! ��� ���"�� 7�������� 
�� ���$ ��	����� �����	�$
��
����$

f (...) = 1, g (...) = 1, h (...) = 1, k (...) = 1

���	�� ����� ������$ �� ������	���� �� ���� �� �������$ �	�����$ ���� ��
��
����$ �� ���������� �� ����$ "�� '�	���� ���
$ �	���
$ ������	����� "�
���	���� �� ����� �� �����
���� ���
$ �	���
$ !��� ���
$ ��
 ��� ���������
��	������ 
��� � 1 "� ���	�� �� �	������ ��	� �
�� ��
 ��� /�
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)� 0�������	� ���������� �	 ��
 Geogebra "#

1/�F  �	���	�	����

7�������� ������ �� ��
�����-

(�"�$ 7���	����$ ��  �	��	�)! C
��$ ������!$
7����	! x1 < x2 ⇒ f (x1) = f (x2) = 0
��'���� x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2) ≥ 0
M������� x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2) ≤ 0

������$ ��'���� x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2) > 0
������$ M������� x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2) < 0

1#1 x1 < x2 ⇒ f (x1) �= f (x2) �= 0

� ����� ����'� ��� ������	��� ����� � ��
�����-

1/�G .�	����	

7��� ���	�"� ��$ �� ���!���$ �� ����	�!���$ ��� ����� ���"��$ *��� ������
��"��� �	���������$+ ��� �����$ �������� ��� ���"���$ ���� ��� ����	�!���$
��������� ����� ����� ���� "���)����$� 6��� �	
�� �������������� �����"�$
������$ ������
����$ ����	�!���$ ��� ��� ���� ���
 ������ ��� ����
����
�	����� (��
$ ��
 ���	����$ ��	�������$ ��� ����� ���������
 ��"��)�	�� �
������
���� ��� ����	�!���� ����� ����� �	�V
� ��	����������� 
��� �
���#
��� "��)�	� �������� ��
 �����$ ����	�!���$ ��� ����	������������ A �
��$%
"������$% �	
��$ ��� �� ��$ �������������� ����� � �'���������  �	�����
���	���� F ������$ ����	�!���$ ��� �	��	������ ��
 "�� ������� ������� N�
������ ���� Geogebra ��� �	�)��! ��	������ 
��� ��	������	�� ���	������
6��! "�����"����
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#$

1�

f (x) =
{

x3 αν x < 0
2x + 3 αν x ≥ 0

23.
�&�� .3 ����*	� (��*)�  "4

/�

f (x) =
{

x2 αν |x| < 1
1
x2 αν x ≥ 1

23.
�&�� .3 ����*	� (��*)�  "4

5�

f (x) =

⎧⎨⎩
−x + 2 αν x < 0
x − 1 αν 0 ≤ x < 4

3 αν x ≥ 4

23.
�&�� .3 ����*	� (��*)� !"4

?�

f (x) =

{
|x−3|
x−3 αν x �= 3
0 αν x = 3

23.
�&�� .3 ����*	� (��*)� !"4

@�

f (x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
x , x < −1

−x2 , −1 ≤ x < 0
x2 , 0 ≤ x < 1
1
x , x ≥ 1

23.
�&�� .3 ����*	� (��*)� #�4

D�

f (x) =
{ −x + 3 , x < 1

x + 1 , x ≥ 1

23.
�&�� .3 ����*	� (��*)� #�4

0�

f (x) =
{ ημx

x , x < 0
συνx , x ≥ 0

2��+������� 5����+�(�� 63 ����*	�

(��*)� �#"4

F�

f (x) =
{

x2 − 2x + 1 , x < 1
x2 − 4x + 3 , x ≥ 1

2��+������� 5����+�(�� 63 ����*	�

(��*)� � "4

�� � %������� #��������

15�1 ��	�	����� �������

�(��� α ���$ �	���
$ ��� ν ���$ �����
$ ���	���$� 4
�� aν ����� ��� �����#
���	�)�� ��� ���������

α · α · ... · α︸ ︷︷ ︸
ν

��	���� �� ����	�,���� ��� ���� ν �� ��	�� ��� ���! 2 �	��� � α �� ���
����� 2� A	�&���� α0 = 1, α �= 0� � ��� ���)���� 
�� α �= 0 ���	����
�� ������ ��� ������$ �	�������$ ���	����$ �	�&����$-

α−ν =
(

1
α

)ν

=
1
αν

�$ ��	���� ��� ���! α = 2� �	���$ "������$ ��� / ����� �� ��
�����$-
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ν 2ν

#/ 1
4

#1 1
2

2 1
1 /
/ ?
5 F

�� ���	!����� �� ν �$ ��������� ��� �� 2ν �$ ��������� ���	���� �� ��	�#
��!����� �� &���� �$ ������ ��� �����"�� ;������ ���� Geogebra

�	�������� �	�������� �	�
��� �	����� �	����� �	�����

 �	����	� �	!�� ������� ������� �
�� �� ��	��	������ ��$ �������$ ��� ��#
���� ��� ����������� �
�� �� �����! ����� ��	���� �� ����������� ��
	����$ ������$ �����������$ ��� �����
 ���������
-

α
μ
ν = ν

√
αμ =

(
ν
√

α
)μ

, α > 0


��� ������ ν
√

α ���"������ ��% ����"��
% �����
 �	���
 ��� �� �,���� ���
ν ��$ "���� α� �'���������$ ���! ��� "����
���� ���	���� �� ��������#
�� �� ������ ��� ��!�� ��� ��	�"�������$ "������$ �� �	������������%
 	�������������

� ���	�� �	������� 
�� ���	���� �� �	������ ��� "������$ �� �		����$
������$ �
�� ��� � ��	���	�)! ���$ "�� ����� �
�� ���! 
��$ �	��� ��� α > 0
��� x �����"!���� �	�������
 �	���
 �	�&���� � "����� αx ��� ��
������ ����$
�����������$ �"�
����$ ��� "�������� � Geogebra �������������� �� αx �$
aˆx� �� "������ f(x)=2^x � Geogebra �� ��	�'�� ��� ���� *L��	�$ �����$+
������� ��� �� "������ ��
 �� ������ ��� ������ !"� �������-
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#� )�) ����������� 	��	�	

 �	���	���� 
�� � ������� ���� �� 2 ��������� ��
����� �� ��
 ��� ���! m
���� ���� ���! m + 1 � �
��$ �������!$ �����

2m+1 − 2m

(m + 1) − m
= 2m+1 − 2m = 2m (2 − 1) = 2m

���
 �������� 
�� �� ������� ���� ���! x = 3 ��� ��'!����� �� x ���� 1 ��
������ ��'��� 23 = 8� �� 
��$ ������� ���� ���! x = 10 ��'��� ���� 1
��� x ���)�	�� ��'��� ���� 210 = 1024 ��� 2x� �A��� ���������� �� x � 2x

����������� ��	��������$ ����� �����!� ������ ������ 
��-

• �� α > 1 �
��

– � ����	���� αx ����� ������$ ��'����

– αx > 1 ⇔ x > 0 ��� αx < 1 ⇔ x < 0

– �A��� �� x ������ ��� +∞ �� αx ������ ��� +∞
– �A��� �� x ������ ��� −∞ �� αx ������ ��� 0

��	���� �� ������ ��� �����$ *����� ������$+ ���	
��	�$ ��� 1� ��� ��#
	�"����� ���

(
1
2

)x
� (���� ������

(
1
2

)x = 2−x� (������$ �� f (x) = 2x ���
g (x) =

(
1
2

)x
�
�� �� ����� g (x) = f (−x)� ���� �� �	�)���$ ��	�������$ ���

f (x) , f (−x) ����� ������	���$ �$ �	�$ ��� �'��� y′y� (������$ �� �	�)���$
��	�������$ ���

(
1
2

)x
��� 2x ����� ������	���$ �$ �	�$ ��� �'��� y′y�
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 Geogebra #�

���
 ������ ��� ��
 ������-

• �� �	�)���$ ��	�������$ ��� αx ���
(

1
α

)x
����� ������	���$ �$ �	�$ ���

�'��� y′y�

4� ��������� 
��� ���� ��$ ����	����$ 2x ������ ��� 3xI ��	���� �� ���#
�	������ ����$ ��$ "�� ����	�!���$ ����	������$ �� �
�� ���$ �� ��� ����"�-

3x > 2x ⇔ 3x

2x
> 1 ⇔

(
3
2

)x

> 1 ⇔ x > 0

;���"! ��� x > 0 � �	�)��! ��	������ ��$ 3x �	������� ���� ��
 ��� �	�)��!
��	������ ��$ 3x� A� "�� �	�)���$ ��	�������$ ��������� ��� x = 1 ��� ���
x < 0 �� 	
��� �������)�����-

�A��$ �� ����	�!���$ ��$ ��	)!$ f (x) = αx% α > 0, α �= 1 �����&�����
��������
� � ��	������ α = 1 "�� ��	�����&�� ��"��)�	�� "�
�� ��$ "���� ��#
� �����	! ����	����� �A��$ �� ��������$ ����	�!���$ ����� ��"�� �	�����
�� ������ ��� �	��������� �	����� ��� ������ ����� �� "������� (0,+∞)�
��	���� �� ��	��� ��� �"�� ��� �� ��$ ����&�� � ��	)! ��$ �������!$ ��#
��	����$ �$ �'!$- (������� ���� Geogebra ��� ��	����	� α �� �	���! ���!
5� 7�� �������� �������� ��� ����	���� f (x) = αx� ��
 ��$ �"�
����$ ��$
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#� )�� * ������ ��� Euler

����	����$ �����'�� ��� ��������� �����$� 6��
��� ����'�� ��$ ����$ ��� α
���������$ ��� "	���� ���� �� Shift ��� �������

15�/ + 	����� ��� Euler

4� ��������� 
��� ����������� ���� �	���&� ��� ���
I ;������ ���� ������	���#
�	���&� �	!���� ��
 �� ����� �� ��	"����� K$ �����! ����	������ ��� ���	

��	�$ ��� ��	"�� ��
 ��	)! �
���� 4� �,�$ ��� �
��� ����	�&���� ��
 ��
����
��� ��� ����	�&�� �� ������
 ��� ����� �� ����	�'���� �$ �����!� ��
�� ����
��� ����� ���� /X �� �	
�� ���� ��
 ��� �	
�� �� ��	���� �� ���

��� �� 2

100 ��� ������ �$ ���������� 
�� ����������� K ��	� �� ����
���
ε� ��� ��
 ��� �	
�� �� ���
 ��� �� ��	���� �����

K + εK = K (1 + ε)

 ����$ �	���&�$ ����&��� ��� �'����� ��� ��)����������� ���$ �
���$� 7�
��� ������ ��	������ ���� �� �	��� �'����� �� ���
 �� �����-

K +
ε

2
K = K

(
1 +

ε

2

)
4� 1

2 �)������� ��� �����
$ 
�� �� ��)����� ����&���� ���
 �	
�� ��� �������$
��� �������� �� ���
 ��!��� ����
��� "���"! ε

2 � ��	� �� ��� ��)����� ��������
��� 1

2 ��� �	
��� �� ��!��� ����
��� ε �� ����� �� �	���
 ��)����� ���
(
1 + ε

2

)
�

�� �)!����� �� ���
 ���
 "���"! �� K
(
1 + ε

2

)
��� ��� ��
�� �'����� ��$


��� ������	���� �� ���$ �� ������ ���� �� ����$ ��� ����$ "���"! ���� ���
�� "����	� �'����� �� ���
(

K
(
1 +

ε

2

))(
1 +

ε

2

)
= K

(
1 +

ε

2

)2

7�������� 
�� �� �� ���
 �������� "�� )�	�$ �� �	
�� �� �����

K
(
1 +

ε

2

)2
= K

(
1 + ε +

1
4
ε2

)
> K

(
1 +

ε

2

)
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 Geogebra #�

��� � ������
$ ���
��� ��� ���	����� "���"! �	��$ )�	�$ �� �	
�� ��� ����$
��� �	
��� �� ���
 �� !���

K
(
1 +

ε

3

)3
= K

(
1 + ε +

1
3
ε2 +

1
27

ε3

)
> K

(
1 + ε +

1
4
ε2

)
> K

(
1 +

ε

2

)
������ �� ��	���
��	�$ )�	�$ �������� ����������� ��������	� �����
 ���
�
�� !��� "����
 �� ���
 �� �������&���� ν )�	�$ �
�� ���� �� ����$ ��� ����$
�� ����	����� ���
 �� !���-

K
(
1 +

ε

ν

)ν

K$ !��� )����
 � ���	����� �������� ����� �� �	������ 4� �� ���������
�	��� �� � ��������$ *����������$ � �	���&���$+ ��������� 
	��$ ��� ��
����	���� �� ����&���� �� ���
 
�� 5 ���� ? ���� D ���� 5D2 )�	�$ �� �	
��
���� ���� ��	���
��	�$� 7��"
� ���� �����!� � "�� �
��� �� �� ���������
�� ������&��� �� ν �� ������ ��� +∞I 4� �	
����� ���
% �$ ���������

�	����� �����% �����
���� ��� Jakob Bernoulli �� ������! �	����� ��� ���
��)�������� �� 1DG2� ��� �� "���� ������	� �� �	
����� �$ ������� ��	���$
�	������!���$ �	�)����$-

K
(
1 +

ε

ν

)ν
= K

⎛⎝(1 +
1(
ν
ε

)) ν
ε

⎞⎠ε

�$ ���������� x = ν
ε ��� f (x) =

(
1 + 1

x

)x
� 4� �����
 ���
 �� �����

K
(
1 +

ε

ν

)ν
= K (f (x))ε */+

�A��� � ����� ��� �� �	!�� �"���� �� ν ��� ����	� � ������	� �"���� ���
�� x = ν

ε ��� ����	�� ��	� �� �	����� ����� �� �� ������ ��� ����	����
f (x) =

(
1 + 1

x

)x

��� x → +∞� (�"��)�	�� �
��� � f (x) "�
�� ��� �� ����$

��$ */+ �� K ��� ε ����� �����	�� (�������� ���� Geogebra% ��� ����	����
f (x) =

(
1 + 1

x

)x
� 8� �	�,���� f(x)=(1+1/x)^x� � ���� 1 + 1

x ��� "�����(
1 + 1

x

)x
�	���� �� ����� ����"!���� �����!� ����

1 + 1
x > 0 ⇔ x+1

x > 0 ⇔ x (x + 1) > 0, x �= 0 ⇔ x < −1 ! x > 0

��� ���
 �� �
�� � Geogebra ��$ "���� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��
���������$ ���
$ ��� "����!����$ [−1, 0]� 7�� ��!�� ���� ���������� ��� ��
������� ���
 ������������� �� ������� "�'� ���� ���� ���)����� ���"����$
��� ���	�����!����� �� Grid�
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# )�� * ������ ��� Euler

9������� 
�� � Cf "�� ���� ������ ����'� ��� ������� x = −1% x = 0� M�������

�� � f ���	��� ����$ ��
 1 ��� ���� ��� ������� 
��$ ��$ ����$ ��
 1 ��� ����
���
$ ���$ ���!$ ��� ������ ���)������ ��� �� �	����������� ���! ��� ���!
�� �	��������� ��� �	�&
���� ������� ;������ ����
� m = 1 ��� y = m
��� ��� ��	���	� ��$ ������	�$ ����&���� ��
 ��$ �"�
����$ �� �!�� ��� ���
��	����	� m ��
 2�1 �� 2�21� ;�����&���� ��	� �� �	����% ����&����$ ��
m% ��� ���� ��$ ������$ y = m ��� "�� ������ ��� �	�)��! ��	������ ��$
f � �� �� ��������� ���
 �� ������ ��������� ��� ������ ��� ���! ��� "��
���	��� � f "���"! ������ ��� ���! ��� m ��� ��� ����� f(x) �= m ��� 
�� ��
x� ��� �� �� ��������� �� �	������� ���
$ ��
 ������! �� ������ ��� ��	���$
�������!���$ "�'�� �	����	� ��� ��	���	�� ������	��$ ��� �� ����������� 
��
� y = m "�� �� ��!��� ��� Cf ����� ���	�� ��
 ��� �	�! ��� �'
����

� ���� ���	�������
 �� �����!'��� �� ��� ���! ��� m ��	���� /%01� �
�	�)��! ��	������ ��$ f 
��� x → +∞ ������&�� �� ���! ��� ������ ���
������ �� ��������� �� ���! ��	�$ 
��$ ���"���������� �� �� ����������� �A���
����
� x → +∞ �
�� � �	���
$

(
1 + 1

x

)x
������ �� ������ �	���
 ��� �����

��	���� /%01� ���
$ � �����	��"�$ �	���
$ �����&���� �	���
$ ��� Euler ���
�������&���� �� e� (���� ����
�-
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 Geogebra #!

• lim
x→+∞

(
1 + 1

x

)x = e

A ��	����� ���������
$ ���$ ��$ )������� ���� ��������
$ ���� "�� ����
������ "��)�	����
 ��
 ���
 ��� ������ �� �
���- 4� 
	�� ��$

(
1 + 1

x

)x

���

�� x ������ ��� +∞ ����� e�
A �	���
$ e "�� ����� 	��
$ ���� �		���$� ���� ���� ��
��� 7� ��������

�� �����$ �		����$ 
��$ �
√

2 ! � 1
2

√
10 + 2

√
17 ��� ����� 	�&�$ ���������#

��� �'������� �� ���	����$ ����������$ *��$ x2 − 2 = 0 � �	���$ ��� ��$
x4 − 5x2 + 2 = 0 � "����	�$+ "���"! ����� ���������� �	����� � e "� ���	�� ��
)��������� ���� �� ��� �'����� �� ���	����$ ����������$� (���� 
��$ ����
����������$ �	���
$� �� �	!��	� �	�������� ��� e ��$ "���� �� ��	�����
����	�� 
	��-

e = 1 +
1
1

+
1

1 · 2 +
1

1 · 2 · 3 +
1

1 · 2 · 3 · 4 + ...

7�	������$ �	��������$ ������������ ������	� �	���������

15�5 & ���	����� ex

A �	���
$ e "��"	������&�� ��� ��#
�����
 	
�� ��� ��������� ��	��$
���� ��$ �������!$ ����	����$ ���
���� ���� ���
 ��� �	���
 "���"! ���
ex� C������$ ������� � ������� ��*
	������ �� �������� ���	 ��� ��#
�����! ����	����� 7��� Geogebra
� �������! ����	���� ��������� �$
exp(x)� � �	�)��! ��$ ��	������ ��#
)���&���� ��� "�����
 ��!���  	�#
��'�� ��� ��
���� ��'��� ��� y ���
����$ ��� x ���� �� 1� 7��������
��
�� 
�� � �������! ����	���� ��#
���������&�� ��� �	�������! �	
�"�
1% /% 5% ��� ��� ������	��! �	
�"�
e1, e2, e3, ...� �� ������ ������ ��#
��� �� ���"��'��� �����
��	� 
�� �� �
��������� αν ����� �	�������! �	
�#
"�$ �
�� � ��������� βν = exp (αν)
����� ������	��! �	
�"�$�
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#" )�� ��� ��
��������� �$�����

15�? ��	 ���	�����	�� �(�����

��
 ��$ �"�
����$ ��� "������� ������ exp (x + y) = ex+y = ex ·ey = exp (x)·
exp (y) "���"! ��� ���� &����$ x, y ������-

exp (x + y) = exp (x) · exp (y) *5+

3������ �	�$ �����!� ��
 ��� �	�!��� � ����� *5+� �$ ���������� 
�� �
�	
������ ��� ��� ������� �� ��$ ����	����� � ����� ���! ��$ ���	�)�	��

�� � ���! ��$ ����	����$ ��� ��	����� "�� �	����� ����� ��� �� �� ���
����
��� ����� ��$ ����	����$ ����$ "�� �	�����$� �$ ���������� ���! ���
������� ����	���� u� 8� ������ ��� 
�� �� x ��� ��� 
�� �� y-

u (x + y) = u (x) · u (y) *?+

�(�� ����������� �	
����� ��� ��������� ����� �� ������ ��� "������ ��$
��� ������ ����� ��� �� �	���� �� ������� ��� ����	���� ��� ���������� ���!
��� ������ A �������$ ��$ ����� 
�� ����� ���$ �	���
$ ���� ��� ����	�����
� �'����� ���! ������� ��	��������� �.��)��� ������ � ������� ����	��#
������ �'������� ����� "������ �	
����� ��	�$ ������ ������! �� ��� ������
"� ������� ��� �� ����$ ��	�������$� �� ������ ��� ����	������! �'�����
���	���� �� ��	���� ��	���$ �������� ���	�)�	��$ ��� ��� ������
���� ��#
��	���� �� ������� "��)�	�$ ��������������$� � ����� *?+ ������ ��� 
�� ��
x ��� ��� 
�� �� y�

��	� ���	���� �� ����������!����� ��� ���� ��� x �� 2 ��� ��� ����
��� y �����$ �� 2� 8� �	���� u (0) = u (0) ·u (0) "���"! u (0) (1 − u (0)) = 0�
;�� ���� ���	��� �� �������� �� u (0) = 0 ! u (0) = 1� �� ���������
u (0) = 0 �
�� �������$ ���� *?+ y = 0 �	������� u (x + 0) = u (x) · u (0)
"���"! u (x) = 0� 7��� ��	������ ���! � u �� ����� � �����	! ����	���� 2�

�$ ����������� ���� ��
 ��"��)�	���� ��	������ 
��� u (0) = 1� 4
��

�� �
�� ����� u (0) �= 0 ���� u (x) �= 0 
���� ����� �� x�  	������ �� ���
����� *?+ �)!����� �� x 
��$ ����� ���� ��� ���� ��� y ����������!����� ��
−x �� �	���� 
�� u (x + (−x)) = u (x) · u (−x) "���"! u (0) = u (x) · u (−x)
�� ���� �
��� 1 = u (x) ·u (−x) ��� �������$ ����������� u (x) �= 0 *�����I+�
������ ���	���� �� �����	������ 
�� u (−x) = 1

u(x) �

� ����� *?+ ��$ ���� ��$ �����������&�� � u �� ��	�������- 4� �����
���
���� ������ 4� ��������� �� ��$ "��)�	�$I (����

u (x − y) = u (x + (−y)) = u (x) · u (−y)

(�"��� 
�� ��� ���� x ����� u (−x) = 1
u(x) � ('� ���� ���� ������ ��� u (−y) =

1
u(y) � �'���������$ ���! ��� ���	�)�	�� ������ u (x − y) = u (x) · 1

u(y) ���
�������$

u (x − y) =
u (x)
u (y)
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)� � 1��	������� $�������� ���������� �	 ��
 Geogebra ##

�� � 1��������� #��������

1?�1  ��	
���	� ����

�A��� "��������� �� ��� ����	���� ���	���� ����'� ����� "�� �	��!����-

��� 
�	 ��
��� ��	� 
�	 x� �� ������ ��� ������	����� x- ��	��
�� �������� ��� ����	����I �� ��� �� �� �	���,��I

��� 
�	 ��
��� ��	� 
�	 y� �� ������ ��� ������	����� y- �(���
����"� �� ����� ������ ��
 �� �	�V
��� ��$ ����	����$ "���"! �� �����
���! ��$I 6�� �� ��� ��
 ���� x �	�������I

�A��� �������&���� ��� �	�������! ���! ��$ ��	������$ x2+x+1 ��� x = −3
���������� �������� �� ��� �	����� ��� �	���� ��"��$� �A��� ���&������
��$ �����$ ��$ �'�����$ x2 +x+1 = 2 �������� �� ��� �	����� ��� "����	��
��"��$�

7��� ��	��	�)� ���! �� "���� �� �	����� ��� "����	�� ��"��$ ������#
�	����� ���$ ��������$ ����	�!���$� 3�	���� 
�� ���� �����
$ �	���
$ y �����
���! ��$ �������!$ ����	����$ αx� 6�� ����"! � αx ����� ������$ ��'���� 
#
��� α > 1 ��� ������$ )������� 
��� 0 < α < 1% ��
����$ 1#1% �	� �� ����
��	����� "�� ����� �������$% � y �� ����� ���! ��� �	������� ��
 ��� �
��
x� �$ "������ ���� Geogebra α = 2% ��� f (x) = αx� (�������� ��� ���!
m = 3% ��� ������ y = m ��� �	�&���� �� ������ ���!$ � ��$ y = m ��
��� �'��� y′y% �� ������ ���!$ 9 ��$ ������$ y = m �� ��� Cf ��� ����$ ���
�	����! � ��� 9 ���� �'��� x′x� A �	���
$ ��� ����������� ��� � ���� x
���� ��� �"�
���� αx = y� A �	���
$ x �����&���� ����	����$ ��� y �$ �	�$
���� �� α� ;���"!

����	����$ ��� y �$ �	�$ ���� �� αLx ⇔ y = αx

9����� �� ����������� ���� "�� �� �)���� ��� ���	�����! ��)	��� ��	�$
�� ��� ���������!���� �� ��� ����
 ���������
� ���
$ ����� � logα y ���
"������ ��� ����	���� ��� y �$ �	�$ ���� �� α� 7�� ��!�� ��� ���������
)������� � ��	����� "��"�������
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�$$ )��) ������
�� �	��

�� ��'���������� �� m �� ������ ����&��� ����� A� "�� ����	�)�$ y ���
logα y ����� �	�)�� �� �� �	������ �������!$ �������� �� ���
 ��"��� LATEX�
��	���� �� ������ ��$ "�� ����	�)�$ �� ������������� ��&� �� �� ������ ��
���$ �"�
����$ ��� �������� �����'��� ��
 �� Starting Point �� ������ � ���
� �����������

�'�&�� ��� �
�� �� ���
����� 
�� � ��
����

logα y = x

�������� �	�� �	������-

• α > 0, α �= 1

• y > 0

• αx = y

(�"��� 
�� � �������! ����	���� �����	���� �� ��	������� �� ���
�����
;���"! ��� ������ �	�'� �� ��� "������� 4� ������� 
��$ �� "���� �� �	��#
���� �����"�I �$ ���������� 
�� ������ ��� ���
���� ������� �	����� �$
����� �� y1y2� 8� ���	���� "�� �	����� x1 ��� x2% ��� "�� ����� ����� ��

���$ ����	�����$ ��� y1, y2 �� ���� �� α% ���� ���� y1 = αx1 % y2 = αx2 �
4
�� y1 · y2 = αx1 · αx2 = αx1+x2 � ���� ���	��� ���$ �
�� �	���
$ ����
������ �� �,���� � α �� ��$ "���� y1y2� (���� � logα (y1y2)� ��	� "� ���	��
��	� �� �	����� logα (y1y2) , x1 + x2 �� ����� ����� ���
 �������� 
��

logα (y1y2) = logα y1 + logα y2 *@+

A� ����	����� ����� ���������� ��� ������$ �
���$� 7� �����
��	�$ �����$
��� �� ���� ����������� !��� ��	��	������ � ����� *@+ �"��� ����	
�����
����"��
���� ����$ ����	�����$ "�
�� �����	��� ��� "������ �	�'�% ��� ���#
����������
 �� ��� ������% ��� �	
������ ��� �� �	��� �� ���
���� "��
�	����� ��	�����% ��
 ������$% ���$ ����	�����$ ���$ ��� ��� �	���������
�(��� ����� ��� �	���
 ��� �� �����$ ��$ *@+�  ��� ��
 ���$ ������$ ��	�����
����$ �	����� ���
$ !��� ����	����$ ��� ����� �� y1y2�

(������$ � ������������ y → logα y �'�&�� �� ���������� � "�
 �
��� ��
��������� � ����	���� ��� ����������� ���� �����
 �	���
 ��� ����	���� ���
�$ �	�$ α� ��� �� "���� ��$ "������� ���! � ����	���� �� �	��������!�����
��� ������! ��� ������ ������!���� ��� �� ���� ��
����� (�������� 
��$
�	�� α = 2%f (x) = αx% m = 3� A m �� �	��������� �$ � ��������! ��$
�����$ �� �	������� �� ����	����� 8��	���� �� ������ (m, 0) ���� � ���
��� �� �� ������ ���� �'��� y′y ��������� ��� ������ y = x ��� &����� ��

��� Geogebra �� ��$ �	�� �� ������	��
 ��� 9 �$ �	�$ ��� y = x� ���

����������� �� ��� �����
 �	���
 ��� ������ &����� �� ����	����� M�	�����
����
� ��
 �� 9 ��	������ ���� x′x ��� ������ ��� �	�)��! ��	������ ��$
f ��� ������ G *� Geogebra �� "���� ���� 
���� �� ����� ��� ����&����
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)� � 1��	������� $�������� ���������� �	 ��
 Geogebra �$�

�� "�'� ���� ��� "������$ Redefine+� ��
 �� � )�	����� ������ ���� x′x
��� ��� ������ ��� ;� � ��������� ����� ��� ������� ����� � ����	����$
��� m ��� ����"! ��� ������� ���� y′y ���	����� ���� ��� ������	�� �$ �	�$
y = x� 9	������� �� ������ (� ��
 �� ( )�	����� ������ ���� y′y ��� ��
��
)�	����� ������ ���� x′x ��� �� A� "�� ����$ ������$ ��������� ��� E� 4�
E ����� �� ������ (m, logα m)� A	�&���� �� ������������ �� ����$ ��� E�
�����������$ �� m �� ������ ���������� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$
��$ ����	����$ g (x) = logα x� � 
�� "��"������ ��)���&���� ��� ��
����
��!��� !2��	 ������� ���� ��� ���
 ��	 ������� 	� ������������ �� ������
��
 Geogebra ����� �� ��������� 	� ���	�������#

1?�/ +�	 	�� ��	

�� ��� �	!����� �� ����	����� ����"������� ��
 ��� ������������ A �����#
����
$ ���$ ����� �	���� "������$� K��
�� ������ ����� �	���
 �� '�	����
���$ ����	�����$ �$ �	�$ ��� ���� ��� �� ������� ���$ ����	�����$ �$ �	�$
����"!���� ���� �����  	������ �$ ����� 
�� '�	���� ���$ ����	�����$ �$
�	�$ ��� ���� α ��� ������� �� ������� ���$ ����	�����$ �$ �	�$ ��� ����
β� �$ ����� 
�� ��$ ��"��)�	�� � ����	����$ ��� x� �	�)���� �	��$ )�	�$
��� �	���
 ��� ����	����-

• �� ��� x �� ���� �� α- x = αlogα x

• �� ��� x �� ���� �� β- x = βlogβ x

• �� ��� β �� ���� �� α- β = αlogα β

�� ����������!����� �� β ��
 ��� �	��� ����� ��� "����	� ������ x =(
αlogα β

)logβ x
"���"!

x = αlogα β·logβ x

4� �	��� ����$ ��$ ��	����� ��
����$ ����� �"�� �� �� �	��� ����$ ��$ �	���$
��
����$ �������$-

αlogα β·logβ x = αlogα x
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�$� )��� *�� ��� 	
�

��
 ��� ����� �	������� 
�� �� ������$ ����� ����- logα β · logβ x = logα x
C������$ �$ �	�$ logβ x �	������� 
��-

logβ x =
logα x

logα β

A ��	����� ����$ ����� �����
$ �$ ����$ �����!$ ����$ ��� ����	������
��	�� �� "��������% ��� ���
 ��$ ��"��)�	�� �"�% ��� �$ �'!$-

logβ x =
(

1
logα β

)
logα x

A ��	����� ����$ ��$ ���� 
�� � ����	�����! ����	���� �� ���� �� β ���	��
�� �	���,�� �� ���������������� ��� ����	�����! ����	���� �� ���� �� α
��� ��� �����	
 �	���
 ��� 1

logα β � � ���� �
��� �� '�	���� ��� ����	�����!
����	���� ��$ '�	���� 
��$ ��� �	�������� �� ��� ���
 �������������
� ��	�
��� ����	�����! ����	���� �$ �	�$ ������ ���� ����� �	���!�  �	� 
�� ����
"�� �	������������ ��� ���� "���

• ��� ��$ �)�	����$ ������ ��� ���� ���� �� 12 "���"! ��� log10 x ��� ��

���� �	�)���� log x

• ��� �� ���	����
 ������� ��� ���������� ������ ��� ���� ���� ���
�	���
 e "���"! ��� loge x ��� ��
 ���� �������&���� �� ln x�

8� ����������� �
�� �� ��� "����	� ���� � �	��� "�� ����� ���� ��
 ���

log10 x =
1

ln 10
ln x

��� ���� �	�������� ����� � log10 x = 0, 434 29 ln x� ;������$ 
��$ ������#
��� �� 
��$ ��$ �������������$ ���"�$ �� ����������� "�� ����� ���)���� ��

�� �� �	������� �(�� ��
 ���� ����� � ���������
$� �	���� �	�����������
�� ������� log x ���� ��� ln x� ���
 ��������� ��� �� ��� ���"����! ��$
Geogebra� �(��� �� ������ �� �������� ���� Geogebra ��� ln x �� �	�)���
log (x)� �� ������ �� �������� ��� logα x �� �������� log (x) / log (α)�

����'�� �� �	���� ��� ������������ ���� �	��������� ��	��	�)�� A	�#
��� ��� ����	���� h (x) = log (x) / log (α)� ����'�� ��$ ����$ ��� m ��
 ��
��	���	� ��$ ������	�$� 8� "���� 
�� 
�� �� E �������� ���� ��� �	���� "���"!
���� ��� �	�)��! ��	������ ��$ h-
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 Geogebra �$�

(����� "�� ��$ ����&�� � �������! ����	���� 
��� ����&�� � ���� ��$�
8� ������� �� �"�� ��� ��� ����	�����!� ��������� ��� Geogebra "����#
�� ��� �	���! ���! α = 2 ��� ��������� ��$ ����	�!���$ f (x) = αx ���
h (x) = log (x) / log (α)� ����&����$ ��� ���! ��� α �� ������ "��)�	����$
����	������$ ����	�!���$�  	���'�� 
�� �� �������� ��� ���! ��� α ���� ��
��	�� �	������$ ����$ � Geogebra "�� "������ ������P C����
 �)�� � �������!
����	���� "�� �	�&���� ��� �	������$ ����$ ��$ ����$� 6�� ��&� ��$ )�����
��� � ����	�����!� (����$ 
��� �� α ��	�� ��� ���! 1 � Geogebra "���� ���
������ �	���! ��� ����������� ���� �����	! ����	���� 1x "�� "���� 
��$ ��#
��	�����! ����	����� (�"��)�	����$ ����� �� ����$ ��� α ����� ��� 1 ���� !
�����
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�$� )�� ��� �����	�

1?�5 #��  �������

1� �(��� � ����	���� f (x) = logx x� :	��������!��� ��� �	���
 ���
����	����� ��� �	���� �� ��"�� �	����� ��$� 6��
��� �� ������ ���
�	�)��! ��$ ��	�������

/�  
�� ����� ������ ���	��� �� ����� �� �	�)���$ ��	�������$ ��� ��#
��	�!���� f (x) = αx ��� g (x) = logα xI ;�������� ����&����$ ��$
����$ ��� α� ��� ����$ ��� α ����� ��� 2 �� �	������� �� ����������
�� ��	���	� ������	��$ ��� �� ����� �������	� ���
���

1?�? & ��������	 ��� ln x

����'�� ��� Geogebra ��� ���"����� ��$ ����	�!���$ ex ��� ln x� �� '������
��$ �	������� � ln x ��
 ��� ex� ;������$ ��� x � ln x ����� � ����"��
$
�	���
$ ���� ����� �� �,���� � e ��$ "���� x-

elnx = x

��
 ��� �	�)��! ��	������ ��$ ln x )������� �� ����� ������$ ��'����� �$ ��
�����	������� �� ��� ���������
� 3�	���� 
�� � ex ����� ������$ ��'�����
 ��	����� x1 < x2� 4� ���	�� �� ��������� �� �� ln x1% ln x2I �� �� ����� ���
! ������ �� ����� ��������	� ��
 �� ����� �$ �����	�,���� ��$ ��	�������$
�	�)����$ ��������� ������ ��� ������� �� �'��)�������� 
�� ������-

1� ln x1 = ln x2

/� ln x1 > ln x2

5� ln x1 < ln x2

�� ����� � �	��� ��	������ �
�� �� ������ ��� eln x1 = eln x2 "���"! x1 =
x2 *�����+� �� ����� � "����	� ��	������ �� ������ eln x1 > eln x2 "���"!
x1 > x2 *�����+� ��	� ����������� ����� �� ������ � �	��� ��	������ "���"!
x1 < x2�

�A��� �� x ����
� ��'���� ��� �� ln x ��'����� �� �	���'���� ��� �	�)��!
��	������ �� "���� 
�� ����� ��� 1 � lnx ��'���� ������� �	!��	�� �A��$

�� ��������� �� x � ln x ��'���� ��� ���� ������ ��� ��
 �	��� ���
 )�������
����	� �� �	������� �� ����������� �� ��	���	� ��$ ������	��$ �	�$ ��
"�'��� 8� "���� 
�� � �	�)��! ��	������ ��$ ln x ����&�� �� �	�&
���� �	���!�
���
 �)������� ��� �'!$� ��� �� ��	���� ��� x �	���� � e �,���� ��� ln x�
��	� ��� �� ��	���� �� xk �	���� �� �,������ �� e ��� ln x *�	�������$ ����

x+ ��� ���� ���� k� 4����� x =
(
eln x

)k = ek ln x� ���
 �������� 
��

ln xk = k · ln x

��� ��� x = 10 ������ ln 10k = k · ln 10 "���"! *����� ��	���� ln 10 = 2, 3026+
���� �	��������

ln 10k = 2, 3026k
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)! ��������2
� ���	����
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 Geogebra �$�

7��)��� �� ��� ��	����� ����� 
��� ������������ ��
 �� 12 ��� 122 ������
��'��� ��� ����	����� ���� /%52/D� ��� 
��$ ��� �� ���������� ��� �"��
��'��� �� �	������� �� ��	�������� ��$ �� 1222 ��� ���� ��� ���� �
�� ��'���
�$ �� 12222P

1?�@ #��  �������

1� 4� 
�� � ln x ��'���� �	�� ���	�� �� �'������ ��
 �� �����
$ 
�� � ex

��'���� �	!��	�� ��	���� �� "����� ��� �'!����I

/� 8� �����-

xy > yx ⇔ ln xy > ln yx ⇔ y ln x > x ln y ⇔ ln x

x
>

ln y

y

N� ������ ����Geogebra ��� �	�)��! ��	������ ��$ ����	����$ f (x) =
lnx
x � � ����	���� ���! ����� ������$ ��'���� ��� ���� ������$ )�����#
��� 4� ������ ��� ����&�� ��������� ����� �� e� :	��������!��� ���!
��� ���	�)�	�� ��� �� ����	����� ���$ �	�����$ 1112 ��� 1211� ��� 
#
���$ ����� ���� ���	���
 �� ������ �	�'��$ �� �� ��	� �� �	���������!
! ���������! � �	����� ����� 111111111112 ��� 111112111111 �

� ��������2�� �����������

1@�1 & �����	 ���  ���������� ���	������

��$ ��������� ��$ �	����� ��� ����	�����! ����	���� �� ���� �� α� 8��	!#
���� �	��� ��� �������! ����	���� f (x) = αx� ��� ��� ���� �����
 �	���

y% "���"! ��� ���� �	���
 ��� ���� ����"� �� ����� ���! ��$ f % ���&��!����
������ ��	���$ ��� �	���
 x ��� �� �������� ���� f ��$ "���� �� y� .��	���
���$ �
�� ������$ x ��� �������$ �	�&���� ��� ��� ����	���� �$ ���	!�����
��� �����
 �	���
 x� �$ ��	���� �� ex� ��� �$ ��	���� �� ����	���� ���
�� ���� �� e "���"! �� ln ex = x� � ���	� ��� ���	����� !���-

x → ex → ln ex = x

�$ ��	���� ��	� ��� �����
 �	���
 y% ���� �� ����	���� ��� ��� ���� �,�#
����� ��� e ���� ����	����� � ���	� ��� ���	����� �����-

y → ln y → eln y = y

9������� ����
� 
�� �� �� ��� �	���
 "	���� � �������! ����	���� ��� ���� �
����	�����! *����� �� ���� �� e+ �� ���������� ����� � �	���
$ �	���
$� 4�
�"�� ��������� ��� �� "	���� �	��� � ����	�����! ��� ���� � �������!� ;���"!
� "	��� ��$ ���$ ����	����$ ���	������ ��
 ��� ����� � ��� ����	����
������� ������	�)� ��$ ����$� ��	���� �� ������� �� ���� ��$ ��
 ������-
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�$ )!�� "������ ��������� �� �
�������� ��
������

• �(��� f ��� 1#1 ����	���� �� ��"�� �	����� �� A ��� ������ �����
�� B� ��� ���� y ��
 �� B ���	��� ��	���$ ��� x ��
 �� A ����
���� f (x) = y� � ����	���� g ��� ����������� ��� y �� x �����&����
������	�)� ����	���� ��$ f �

(������$ � ������	�)� ����	���� ��$ f % ��� �	�&���� �
�� �� � f ����� 1#
1 ���� ������� ��"�� �	����� �� ������ ����� ��$ f ��� ������ ����� ��
��"�� �	����� ��$ g� �� ���	!����� ��� x ��
 �� ��"�� �	����� ��$ f ���
���������� y = f(x) �
�� ������ ��� ��	����� "����'�-

x
f→ y

g→ x
f→ y

6�� �"� ���� 
��� �� ��� �	���
 "	���� � ����	���� ��� ���� � ������	�)�
��$ �� ���������� �� ����� � �	���
$ �	���
$� 4� �"�� �� ������ �� "	����
�	��� � ������	�)� ��� ���� � ����	����� ;���"!-

g (f (x)) = x ��� ���� �	���
 x ��
 �� ��"�� �	����� ��$ f

��� ��
��

f (g (y)) = y ��� ���� �	���
 y ��
 �� ������ ����� ��$ ��$ f

 	�)���$ �� � g ����� ������	�)� ��$ f �� ����� ��� � g ����� 1#1� ��
�� �
������	�)� ��$ ����� � f � ;���"!- � ������	�)� ��$ ������	�)�$ ��$ f �����
� �"�� � f �

1@�/ ��	���� �	�	��	�� ���  ���������� ���	������

�(��� f ��� 1#1 ����	���� ��� g � ������	�)� ��$� 4�	� ��� ������ M (x, y)
*�$ �� ��	���� ��	�� ���
����$ �� ������$ ������������$% �� �����������
��� �� ������� ����� �� �"��� ��� ��� ��$ ����$ ��	�������$+ ��!��� ��� �	�)��!
��	������ ��$ f �� ��� �
�� �� f (x) = y� ���
 �������� 
�� g (f (x)) = g (y)
"���"! g (y) = x "���"! �� ������ N (y, x) ��!��� ��� �	�)��! ��	������
��$ g� ;�� ����� "������ �� "���� 
�� ������ ��� �� ������	�)� �������$
���	���� �� �	�,���� ��������� 
��-

M (x, y) ∈ Cf ⇔ N (y, x) ∈ Cg

�$ "���� ��$ ����� ������������ �� ������ M (x, y)% N (y, x) ��� �����"�-
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 Geogebra �$!

4� ���	�����	� A�C9 ����� ���	����� �� ����	� y ��� �� C6N �����$
���	����� �� �� ����	�% ��� ������	����� ��!��% x−y� � ������ ��� ���"���
�� A% C ����� "�������$ ��� A�C9 ��� �������$ "����
��$ ��$ Ô ����$ ��� ��$
Λ̂� (������$ ����� ��� "�������$ ��� ���	������ C6N� ��	� �� ��	�)�$ ���
 ��� N ����� ������	���$ �$ �	�$ ��� ������ A� � ����� �)�� "�������� ���
Ô ����� � �	��� "����
��$ ��� �'
��� "���"! � ������ y = x� 7����	�������
����
� 
�� �� ������ M (x, y) ��$ Cf ����� �����	��
 ��� ����������� ���
������� N (y, x) ��$ Cg� ��	� ������ ��� ��
����� ������	��! ���	�)�	��-

• � �	�)��! ��	������ ���$ ����	����$ ��� ��$ ������	�)�$ ��$ �����
������	���$ �$ �	�$ ��� ������ y = x

�$ ��	���� ��� ����	���� f (x) = x3 + x� ��	���� ������ �� "���� 
��
� f ����� ������$ ��'���� �	� ��� 1#1� ���
 ���	�� �� ����� �� ��� �	���

"���"! �� ��	���� x1 < x2 ��� �)�� ��"������$ �����	������ 
�� x3

1 < x3
2

�� ����� 
�� x3
1 +x1 < x3

2 +x2 "���"! f (x1) < f (x2)� ��	�� ��� �� ����� ��
�� �
�� �������!$ �	��� �� ����� 
�� λ = f(x1)−f(x2)

x1−x2
= x2

1 + x2
2 + x1x2 + 1

��� �������$ � �
��$ �������!$ ����� �����
$ *��� �� �	����	����� ���

�� ������- ������
����+� (������$ � f ��� 1#1 �	� ���� ��	���	�)� ! 
��$
�����$ ���� ����� ������	�,���� ��	���� ��	� �� "���� ���� ����� � �	�)��!
��	������ ��$ ������	�)�$ ��$ g ���	�����$ �� ������	��� ��� ������� ��$
Cg �� �'��� ������	��$ ��� y = x� ��������� ����
� ���Geogebra ��� "������
m = 1% f (x) = x3 +x% M = (m, f (m)) ��������� ��� ������ y = x ��� �� ��
��������� �	������ &����� ��
 ��� Geogebra �� �	�� �� ������	��
 ��� 
�$ �	�$ ��� y = x �� ����� �� ��������&���� �� N� ����&����$ ��� ���! ���
m �� ������ "��)�	� ������ ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ ������	�)�$ g ��$
f � ��	���� �� ������ ��� �	�)��! ��	������ ��$ g �� ���	�����!�����
��� ��������� �����$ ��� �� N ��� �	������ �� �!�� ��� m ����� 
�� 2�1 ����
2�21�
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������ ���
 ������	 !��	���

1@�5 ������ ���  ���������� ���	������ ��	� ��	��� %������

A� ����	�!���$ ���!��$ "������� �� �����$� �� � f ����� ������	�,��� �� �
��
�� f (x) = y ���	���� �� ������� ��$ "������� � ������	�)� ����	���� g
��$ f �� ������� ��$ ��
 �� y �� ��������� ��� x� .��	���� ��	���$ ����$
��	�������$ ��� ���
 ������� ��
�� ��� �� �� << ����
 >>� �$ ��	���� ���
f (x) = 2x + 1� �� �� f(x) ����� y ���
 �������� 
�� �� x "������������ ���
���� ��� �	������� �� 1 ��� �� "���� y� �� '�	���� ����$ �� y ��� ������� ��
"���� ��
 ���
 x �	�!��� �	��� �� �)��	������ �� 1 ��� �	������� ���������
��� ���� �� "���	������ "�� "��� C��� �� D �	�!��� ��
 �� 5

2 � M����� ���	����
��� �� ������� ��� ����� �$ �	�$ x-

f (x) = y ⇔ 2x + 1 = y ⇔ 2x = y − 1 ⇔ x =
y − 1

2

��� �� ��������� 
�� � ������	�)� g ��$ f ���� ����

g (y) =
y − 1

2

!% �'� ���� ����% ���� ����

g (♥) =
♥− 1

2
��� ����"! ��� ��������� �	�������� �� x ��
 ��$ ��	"����$ ������ �	�)����
�$ ���� ��$ g ���

g (x) =
x − 1

2
�� ������� ��$ �	�)���$ ��	�������$ ���� Geogebra ��&� �� ��� y = x ��
��	����

��)�	����� �� �
����.�	� ��
�� ����
� ��� 	����� 
� �
������� ��� ��� ��	5��
��
	�
� �
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�$ "���� ��� ���� ��	������ 
��� � �����	��! ������� ����� "�����
��	��
�(��� � ����	���� f (x) = x2 − 2x + 3� ���! "�� ����� 1#1 "�
�� ����� f (1) =
2 ���� ���	��� ��� ���� ��� ���! ��� �� �������� ���� f "���� / *�	���� ���+� ��

��$ ��	��	������ ��������� �� ��"�� �	����� ��$ �����������$ ��$ �������$
���	���� �� ��� ������� 1#1� ���
 ������� �� ��	���� �$ ��"�� �	�����
�� "������� [1,+∞)� �� ����� x1, x2 ∈ [1,+∞) ��� ������ f (x1) = f (x2)
�
�� f (x1) − f (x2) = 0 ��� �������$ ���� ��
 ��� ������ ��	������������
�	������� 
��

(x1 + x2 − 2) (x1 − x2) = 0

� ���� ���,� �� "���� 
�� �)� 
��� ����� x1 ≥ 1 ��� x2 ≥ 1 � ��������� �����
��$ �"���� ��� �����	���� 
�� ����� x1 = x2� ��	� � f ����� ������	�,����
��� �� �	���� ��� ������	�)� ��$ �� �	������� �� ������� �$ �	�$ x ���
�'�����-

f (x) = y

"���"! ���
x2 − 2x + 3 = y *D+

� ����� ��$ �"���� ���$ �����$

x = 1 ±
√

y − 2

�A��$ �� �	���� �� x �� ��!��� ��� ��"�� �	����� "���"! �� ����� ����������
1 "����"! 1 ��� ���� 
��� ���
 ��� ���� ���	� �� ����� �����
 ! 2� � ���!
x = 1 −√

y − 2 ����
� ���		������� ��� ��$ �����

x = 1 +
√

y − 2

��	� �"� g (y) = 1 +
√

y − 2 ��� � ����$ ��$ ������	�)�$ ������ �����-

g (x) = 1 +
√

x − 2 *0+

7���	
��$ �	!���� ��� �� ������ ����� ��$ f ��� ����� ��� �� ��"�� �	�����
��$ g� ���
 ���	���� �� )���� ���� ��� ������� ��$ *D+ "�
�� ��� y ���� ����"�
�� ��!��� ��� ������ ����� 
��� � �'����� ���� ���� x ���� ��
 �� ��"��
�	���� ��� �����
 �	���� � "���	������ ��$ �'�����$ ���� ����� �������� � *D+
�� ����� �� �	�����! "���"! y ≥ 2� (����$ ���	���� �� �� ����������� ��� ��

��� *0+ "�
�� � ����� ���! ���� �
��� �
�� �� x ≥ 2� � ������	�)� ����	����
���� ����
� ��"�� �	����� �� [2,+∞)� ��	���� �� "���� ��$ ����	!���$ f
��� g ���� Geogebra� ��� ��� �������! ��$ g "�� ������ �	���!����� 8�
"������

g(x) = 1 + sqrt(x - 2)

��� ��� f 
��$ �	���� �� �
,���� ���$ �	�����$ ���� ��
 1� �����
 �	�&����
��� f �� ��� "������� ��$ ��	)!$ [1, t] 
��� t ����� ���$ ������$ �	���
$ ���
��	�� ������ �� �� ��$ ��"��)�	��� �� ����$ ��$ f � ;������ ����
�-
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��$ )!�� *��
 �	
 	�����	 ���	��� -

f(x)=Function[x^2-2x+3,1,1000]

� ���
�� ��� �� ��	���� �����-

1@�? +�	� ��� ��	��� ������� /

7�������� 
�� �� �'������$ ��� ���	���� �� ������� ����� ���
��	�$ ��
 �#
�����$ ��� "� ���	���� �� �������� (������$ "�� ����� ������� ������ ��
�	������� ��� ���� ��$ ������	�)�$ ���$ ����	����$�

Y(�� ������ ��	�"����� �	��	����� ��
 ��� ���� ��� �'������� ��$ ��
C������ ��� ��������� 6���������$ ��� ����$ /225� ;
���� � ����	����
f(x) = x5 + x3 + x� � ����	���� ���! ����� ������$ ��'���� *�	�������
������ �� ��� �	���
+ ��� �������$ ������	�,���� ��� �� �	���� � ������	�)!
��$ �	���� �� ����� � �'����� x5 + x3 + x = y �$ �	�$ x ���� ��� "�� �����
"����
�� � ������	�)� ����	���� ���	��� ���� "� ���	���� �� ��� �	�����
� Geogebra ��$ ����	���� �� ��� ���"������� 
��$ ������ ��� �	���������
��	�"�����-
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1@�@ �����	  ��� �	�	����	�	

�$ "���� ��� ������	�)! ��	���� ����� ����	�!�����

, �	
�
��%� 
� f(x) = x� 4����� �� �	���� �)�� ����'���� 
�� � f
����� 1#1 *�����+ �� ������� ��� �'����� f (x) = y �$ �	�$ x� ;���"! ���
x = yP � ������	�)� ����	���� ����� � g(x) = x� ���
 !��� ������
����� �
�	�)��! ��	������ ��$ ������	�)�$ �� �	���� �� ����� ������	��! ��$ �	�)�#
�!$ ��	������$ ��$ f �$ �	�$ ��� ������ y = x� ;���"! �	���� �� ��	����
��� ������	��! ��$ y = x �$ �	�$ ��� ����
 ��$ ��� "�� ����� ���� ��
 ���
y = x�

, �	
�
��%� 
� f(x) = 1 − x� � ����	���� ����� ������$ )�������
��� �������$ 1#1� ��	� ����� ������	�,��� ��� �� f (x) = y "���"! 1 − x = y
�	������� 
�� x = 1−y "���"! � ����$ ��$ ������	�)�$ g ����� g (x) = 1−x�
6�� ���� � ������	�)� ��������� �� ��� f �  ��� ���
 !��� ������
����� �
�	�)��! ��	������ ��$ f ����� ��� ������ ������ ���� y = x ��� ������(

1
2 , 1

2

)
��� �������$ � ������	��! ��$ �$ �	�$ ��� y = x ��������� �� ���

����
 ��$�

, �	
�
��%� 
� f(x) = 1
x � � f ����� 1#1 ���� 
�� ��� ���
����� (����

������$ )������� �� ���� ��� ��
 �� "����!���� (−∞, 0) ��� (0,+∞) ����

�� ��������� (����� �	������� 
�� � ������	�)� ��$ ����� � g (x) = 1

x "���"!
��������� �� ��� f � .��	��� ��� �'!���� �����
� � �	�)��! ��	������ ��$ f
�	������� �� ��	���	�,���� ��� ���	���! x2−y2 = 2% ��	� ��
 �� A ���� 45◦

��� ���� ��� �����! )�	�� ��� �� �� "���� ���
 �� �������� ��� ���	���!% ��
&��!���� ��
 ��� Geogebra �� �	�� ��� ���! ��� "�� �'
��� *�� ��� ��������
�+ ��� �� �� ��������� �	������ �� ��	���	�,��� ��� ���	���! ��	� ��
 �� �
���� 45◦� ��� �� �������� ��� ����	���� f (x) = 1

x � ;�� �� ��	���	!����
������ �����! "�
�� � �	�)��! ��	������ ��$ ����	����$ �� �������� ��
��� ��	����	������ ���	���!� 4�	� � �	���! ���	���! x2 − y2 = 2 !���
������	��! �$ �	�$ ��� �'��� ��$ "���"! ��� x′x� M����� ���! � ������	��
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��� )!�# *��
 �	
 	�����	 ���	��� --

�� "����	���� ��� ���� ��� ��	���	�)!� �A��$ � x2 − y2 = 2 �$ ����� � y = 1
x

��� � x′x �� ����� � y = xP

, �	
�
��%� 
� f(x) = x2, x ≥ 0� � ����	���� ���! ����� ���#
���$ ��'���� �	� 1#1 ��� �������$ ��� f (x) = y "���"! ��� x2 = y �$
�	�$ x �	������� 
�� x =

√
y �������$ � ������	�)� ����	���� ����� �

g (x) =
√

x� (���"! ������� �� ��	��	������ �� ��"�� �	����� ��$ x2 ����$
�� �	�������$ �	�����$ �� ��������� ��� ����	���� �� ��� �����! Function
"������$ f(x)=Function[x^2, 0, 1000]� � ������	�)� g �� �������� �$
g(x)=sqrt(x)-

1@�D +�	� ��� ��	��� ������� //

�� ��
 ������ ��$ &�!$ �	������ ����������� �� ��� ����	���� f ��� "�
���	���� �� ������� ��� ������	�)! ��$ g ���
 "� �������� 
�� "� ���	����
�� ������� ������ �����!�� ;�
�� ��
 ��� f % ������ "���"!% ���	���� ��
������ ������$ ���	�)�	��$ ��� ��� g�

����������� �����	
���
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(�	�
�	� 
� �	
�
�%� �$	��
��� � �O��$ �	���'���% ��
 ��
�	��������� ��	�"�������% 
�� 
��� � f ���� ��� ��"�$ ���������$ �
�� ��� �
������	�)! ��$ ���� �� �"�� ��"�$ ���������$� ���
 ����� ���� ��� ���	���� ��
���"��'����- �$ ���������� 
�� � f ����� ������$ ��'����� 8� "��'���� 
��
��� � ������	�)! ��$% g% ����� ��� ���! ������$ ��'�����  ��	����� x1 < x2

��
 �� ��"�� �	����� ��$ g� 8������ �� �'��)�������� 
��

g (x1) < g (x2)

� '������ 
�� �� ��"�� �	����� ��$ g ����� �� ������ ����� f � (������$ ��
���	���� t1, t2 ��
 �� ��"�� �	����� ��$ f ���� ����

f (t1) = x1% f (t2) = x2

4� t1, t2 ��������&����� ���� ��$ f ��� x1, x2� (������$ � �������)� ��$ f
�� ����� ��� ������	�)� "������� 8� ��������&�� �� x1, x2 ��� t1, t2� ;���"!-

g (x1) = t1% g (x2) = t2

�	���
$ ��$ ��
��$ !��� g (x1) < g (x2)� ;���"!-

t1 < t2 *F+

("� �)�	�
&���� ��� ������	��� ��� �� ������ '���"��� .��	���� �	��$
��	�������$ ��� �� t1, t2� � *F+ ��� "�� ��
��-

t1 = t2 ! t1 > t2

�� !��� t1 = t2 �
�� �� ������ ��� f (t1) = f (t2) "���"! x1 = x2*�����+�
�� ������ t1 > t2 �
�� ��
 ��� ��������� ��$ f ������ f (t1) > f (t2) "���"!
x1 > x2*�����+� ��	� ����������� ������ � *F+�

� 
���� �	
�� "������������ 
�� �� � f ����� ������$ )������� �
�� ���
� ������	�)! ��$ g ����� �����$ ������$ )�������� ��	�-

• �� � f ����� ������$ ���
���� �
�� ��� � ������	�)! ��$ ����� ������$
���
���� ��� ���� �� �"�� ��"�$ ���������$ �� ��$ f �

'��	� ����� 
�	 ���%��#	 �����
����	 �	
��
��%�	 �$+
	��
����	� A� �	�)���$ ��	�������$ "�� ������	
)�� ����	�!���� f
��� g ����� ����� ��� ������ y = x �$ �'��� ������	��$� 4�	� ��"������
������ ��
 ����$% �$ ����� � Cf % �� ������ ��� �'��� ������	��$ �� ������
������ ���� �� 4� ������	��
 ��� �% "���"! � ����
$ ���% ��!��� ��� ���
�	�)��! ��	������ ��$ Cg% �	� ����� ����
 ������ ��� Cf ��� Cg� (������$-

• �� � �	�)��! ��	������ ���$ ������	�,���$ ����	����$ f ������ ���
������ y = x �� ������ ������ �
�� �� ������ ���
 ����� ����
 ������
��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ f ��� ��$ ������	�)!$ ��$� 7�� ��
����
��!�� ���	��� � �	�)��! ��	������ ��$ f (x) = x + ημx � ����� �����
������$ ��'���� *�$ �� �����,����+
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��� )!�� ( �
�������� ��
������ �� �������	
�%

��� ��	�"����� � ����	���� f (x) = x+ημx% 
��$ ���	�� �� ���"������ ����

�� �� ��$ ������ ��� ���	� �����!$ ������% ����� ������$ ��'����� � �	�)��!
��$ ��	������ ������ ��� ������ y = x �� ����	� ������� ������������ ����$
�	�����$ ��� ��"���&���� �� �������� 4� ������ ���� ����� ��� ������ ��$
�	�)��!$ ��	������$ ��$ ������	�)�$ ��$ f -

4������ �� �	�����- �������� ����� 	� ��������� ��� �� ���	� ������ �)	
���(�� 	 ���������)	 ��� �	������()	 ��	�����)	 �� ���� ��	 ����� ��*
��� ����	�	��
 �� ���	� ������ ��
 ���
 ��� ����
 �� ��	 ������ y = x3
������ � �������� ����� �	�����!� ;���� ��� ��	�"����� ��� f (x) = 1

x � ���!
��������� �� ��� ������	�)! ��$ ��� �������$ 
�� �� ������ ��$ �	�)��!$ ��#
	������$ ��$ ��� ��$ �	�)��!$ ��	������$ ��$ ������	�)!$ ��$ ����� ������
K��
�� "�� �
�� ��
 ���� ��!���� ���� y = x- 4�

(
1
2 , 1

2

)
���
(−1

2 ,−1
2

)
� ��


��$ � f ����� ������$ ��'���� � �������� ��� �	����� ����� ����)����!�
 	������ ���� 
�� � f ����� ������$ ��'����% g � ������	�)! ��$ ��� ����
(α, β) ��� ����
 ������ ��� Cf ��� Cg� 8� "��'���� 
�� ��!��� ���� ������
y = x� ;���"! α = β� �	��� �� ������������ ��$ ��	�������$ α < β ���
α > β� ;�� '������ 
�� �� (α, β) ��!��� ���� Cf � ���
 �������� 
�� f (α) = β�
���� ��!��� ��� ���� Cg �	� g (α) = β ��� �������$ f (g (α)) = f (β) "���"!
f (β) = α� �� ��	� !��� α > β �)�� � f ����� ������$ ��'���� �� !��� ���
f (α) > f (β)� ���� �
�� �� !��� ��� β > α *�����+� �A���� ����������� ���
� ��	������ α < β� ���"��'��� 
��-

• �� ��� ����	���� ����� ����"��$ ��'���� �
�� �� ����� ������ ��$ �	�#
)��!$ ��$ ��	������$ �� ��� �	�)��! ��	������ ��$ ������	�)!$ ��$
��!���� ���� ������ y = x�

1@�0 &  ��������� ���	����� ��� ��	�������'

�� ����� ���� �)�������� 1�  ��� ����� � �����I� �� �����!���� �� ����#
�!���� π

4 ������� ('� ���� ���� �� ���	���� �� ����� ��� � π + π
4 = 5π

4 �
6�� ����	�$ ����$ *�	���� ��$+� ���
 �)������� ��� �����
$ 
�� � ����	��#
�� �(������	� "�� ����� 1#1� � �"�� ���! ����������� �� �����$ ����$ ��� x�
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K��
�� � �������� << π
4 >> "�� ����� ����$ �� �� �	����� ����� "��)�	�����-

�� ����� ���� �)�������� 1 ��� �	������� ����'� −π
2 ���

π
2 �  ��� ����� �

�����I � �������� ��	� ����� ���! "�
�� ��	��	����� �� ��"�� �	����� ��$
�)��������$ �� ��� "�������% ��

(−π
2 , π

2

)
% ��� ����� ����� 1#1 ��� �������

������$ ��'����� �� �� x ���	��� ����$ �� ���
 �� "������� � �)��������
��� ���	�� ��	�'�� 
��$ ��$ ����$ ��� ��	���� � �)�������� "���"! 
�� �� R

���� ��	�$ �������$� � ������	�)� ����	���� �����&���� ��	� �����������
��� �������&���� �� arctan� (���� arctan 1 = π

4 ��� arctan
√

3 = π
3 � 7���

Geogebra � ����	���� ��� �
'�� �)��������$ �������&���� �� atan� ���!
����$ ��� �� ������	�)�$ ��� ����� �	��������	���� ����	�!���� ����� ����
�	!����$ ��� "���	����� ��� �	��
���� ��$� ;�� "�"�������� �)
��� �� �����#
"������$ �	��$ ���)������ �� ��"�"��� ���$ ������$ ��� �
���� ��� ������
��$ ���$� 4� ��
���� "���	���� �	����,� 
��� &��!���� ��
 ��� Geogebra
�� ���"����� ��� �	�)��! ��	������ ��$ �)��������$ ��	��	�&����$ ��� ���
"�������

(−π
2 , π

2

)
�� ��� �����!-

f(x)=Function[tan(x),-pi/2,pi/2]

��� ���� �� ����� ��� �	�)��! ��	������ ��� �
'�� �)��������$ "������$-

g(x)=atan(x)

�(����� �	������� ��� ��� �'��� ������	��$ ���$ ��� ������ y = x

1@�F )	� ��	� ��$������

� ������	�)� ����	���� ��$ f �������&���� �� f−1�  	����!- f−1 "��
�������� 1

f � ��� ��	�"����� 
��� f (x) = x
x+1 �

1
f ���� ����

x+1
x ��� � f−1

���� ���� x
1−x � M����� ��� ���� ������	�,��� ����	���� f ������-

• f (x) = y ⇔ f−1 (y) = x

• f−1 (f (x)) = x ��� ���� x ∈ Df

• f
(
f−1 (x)

)
= x ��� ���� x ∈ f (Df )
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